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Résumé : On appelle pré-sous-groupe d'un unitaire multiplicatif V agissant sur un 
espace hilbertien de dimension finie Tt une droite vectorielle L de 7ï telle que 
V(L®L) = L®L . Nous montrons que les pré-sous-groupes sont en nombre fini, donnons 
un équivalent du théorème de Lagrange et généralisons à ce cadre la construction du 
'bi-produit croisé'. De plus, nous établissons des bijections entre pré-sous-groupes et 
sous-algèbres coïdéales de l'algèbre de Hopf associée à V , et donc avec les facteurs 
intermédiaires des inclusions de facteurs associées (cf. [11]). Enfin, nous montrons que 
les pré-sous-groupes classifient les sous-objets de (H, V) . 



Abstract : A pre-subgroup of a multiplicative unitary V on a finite dimensionnal Hilbert 
space H is a vector line L in H such that V(L £g> L) = L®L . We show that there are 
finitely many pre-subgroups, give a Lagrange theorem and generalize the construction 
of a 'bi-crossed product'. Moreover, we establish bijections between pre-subgroups and 
coideal subalgebras of the Hopf algebra associated with V , and therefore with the 
intermediate subfactors of the associated (depth two) inclusions (cf. [11]). Finally, we 
show that the pre-subgroups classify the subobjects of (H, V) . 
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Dans cet article, nous étudions l'équivalent des sous-groupes pour les algèbres de Kac 
de dimension finie. Nous montrons que les «sous-groupes» en notre sens correspondent 
aux sous-algèbres coïdéales des algèbres de Hopf (cf. e.g. [17]) et donc aux facteurs 
intermédiaires des inclusions de profondeur 2 (cf. [11]). 

Le point de vue pris ici est celui de [1] : nous partons d'un unitaire multiplicatif 
V G C(7i <S>H) où 7i est un espace hilbertien de dimension finie. Une question très 
naturelle est alors : Quels sont les sous-objets de (Tt, V) ? Autrement dit, quels sont les 
sous-espaces H de H tels que V(H ® H) — H ® H ? 

Cette question nous amène à étudier d'abord le cas des sous-espaces comme ci-dessus de 
dimension 1, c'est à dire les vecteurs unitaires / G H tels que V(f <8> f) = f <8> f . Dans 
le cas de l'unitaire multiplicatif d'un groupe fini G , (H = £ 2 (G) , V(£)(s, t) = Ç(st, t) , 
pour £ G H <E> H = £ 2 (G x G) , s, t G G) un tel / est (proportionnel à) la fonction 
caractéristique d'un sous-groupe de G . 

Dans le cas général, nous appelons un tel / un pré-sous-groupe de F. A un tel pré- 
sous-groupe, correspondent deux sous-espaces de H , notés H? et Hf , qui dans le cas 
d'un sous-groupe T d'un groupe G consistent respectivement en le sous-espace des 
fonctions nulles hors de T (l'espace H? ) et invariantes par translation à droite par T 
(l'espace Hf). 

Nous obtenons aisément un équivalent dans notre cadre du théorème de Lagrange : pour 
tout pré-sous-groupe / , on a dimiï"^ dimHf = dim7i . 

Il y a naturellement une relation d'ordre -< pour les pré-sous-groupes : l'inclusion pour 
les H* correspondants. Cette relation a un plus grand élément, «le» vecteur fixe e 
et un plus-petit élément, «le» vecteur co-fixe ê. De plus, l'espace des pré-sous-groupes 
est un treillis. Cela nous permet de définir l'analogue dans notre cadre du sous-groupe 
engendré par une partie. 

Si / et g sont deux pré-sous-groupes, | (/, g) \~ 2 est un entier. Il en résulte qu'il y a un 
nombre fini de pré-sous-groupes et on peut même donner une estimation (assez grossière) 
de leur nombre. 

Nous disons qu'un pré-sous-groupe / est un sous-groupe (resp. un co- sous- groupe) si 
V(H f ®H f ) = H f ®H f (resp. V(H f ®H f ) = H f ®H f ) ; nous montrons que cela a lieu si 
et seulement si le projecteur sur H? (resp. Hf ) est dans le centre de l'algèbre S (resp. 
S) associée à V ( 1 ). Si / est à la fois un sous-groupe et un co-sous-groupe, on dit que 
c'est un sous-groupe normal. Les notions de sous-groupe, co-sous-groupe et sous-groupe 
normal coïncident clairement avec celles introduites par Kac dans [12]. Les sous-groupes 
et les co-sous-groupes forment un sous-treillis de l'ensemble des pré-sous-groupes. 

( 1 ) Pour l'unitaire multiplicatif associé à un groupe fini G, l'algèbre S = C(G) associée 
est commutative, donc tout pré-sous-groupe est un sous-groupe. 



Enfin, les pré-sous-groupes permettent de classifier les sous- quotients de V i.e. les sous- 
espaces H de H tels que V(H <g> H) = H <g> H : pour un tel H , il existe un unique 
couple (/, /) de pré-sous-groupes tels que / -< / et H = H? n iïj- . Inversement, 
nous donnons plusieurs conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une telle intersection 
soit un sous-quotient. En particulier, nous montrons que pour tout pré-sous-groupe / 
il existe un plus grand pré-sous-groupe / (le normalisateur de / ) tel que / -< / et 
Hf fi Hf soit un sous-quotient. 

Si / est un pré-sous-groupe, l'ensemble Df = {x G S , K,(x)e G Hf } (où k 
désigne l'antipode de S) est une sous-algèbre coïdéale (à droite) i.e. une sous-algèbre 
involutive de S telle que à(Df) C Df ® S (où ô désigne le coproduit de S). 
Réciproquement, toute sous-algèbre coïdéale (à droite) D de S est de la forme Df . 
En ce sens, notre analogue du théorème de Lagrange est une réécriture d'un résultat 
plus général de [16]. Notons que dans [16], ce théorème de Lagrange résulte d'un résultat 
plus précis : S est un D-module libre, dont nous donnons, dans notre cadre, une 
démonstration nouvelle. Nous discutons aussi de nouveaux résultats de liberté analogues 
à ceux de [16] : plus précisément, nous définissons aussi une sous-algèbre coïdéale (à 
gauche) Gf = { y G S, K(y)ê G H?} de S. Nous montrons que l'espace vectoriel 
Bfj engendré par {xy , x G Df , y G Gf} est une sous-algèbre involutive de C(H) et 
que H est un module libre (de rang 1) sur Bfj . Nous généralisons cela à une algèbre 
Bf ;9 associée de façon analogue à deux pré-sous-groupes / et g . 

Le coproduit de l'algèbre de Kac S (et donc l'unitaire multiplicatif V) dépend 
uniquement des algèbres S et S et des vecteurs e et ê . On peut en fait caractériser 
les quadruplets (S, S, e, ê) parmi les quadruplets (A, S, /, /) où A et B sont des 
sous-C* -algèbres de C(H) et /, / sont des vecteurs (de norme 1) de H. 

A l'aide de cette caractérisation nous donnons une généralisation à notre cadre du 
biproduit croisé (cf. [12, 21, 15]) : à deux pré-sous-groupes f et g les plus éloignés 
possible i.e. tels que |(/, g)\~ 2 = dim7Y, nous associons un nouvel unitaire multiplicatif 
W ; l'algèbre S associée à W est l'algèbre B g g associée à g ; l'algèbre S est une 
algèbre Afj construite de façon analogue. Cette construction s'interprète simplement 
en termes d'inclusions de facteurs. 

Dans le cas de deux sous-groupes G\ , G2 d'un groupe fini G tels que G1G2 = 
G, G\ fl G2 = {e} , l'unitaire multiplicatif W est associé au «biproduit croisé» de 
[21,15] (cf. aussi [12] et [1] §8). 

De plus, par [11], les sous-algèbres coïdéales correspondent aux facteurs intermédiaires 
d'une inclusion irréductible associée à S . Plusieurs de nos résultats s'interprètent en 
termes de facteurs intermédiaires. En particulier, notre résultat de finitude est une 
réécriture (plus précise) d'un résultat plus général de [22]. 

L'organisation de ce travail est la suivante : 

Dans le premier paragraphe, nous faisons quelques rappels et compléments pour les 
unitaires multiplicatifs sur un espace hilbertien de dimension finie. 



Dans le deuxième paragraphe, nous donnons une caractérisation des algèbres de Kac (et 
leur algèbre duale) parmi les couples de sous-algèbres de C(H) . 

Nous introduisons ensuite les pré-sous-groupes, pour lesquels nous donnons plusieurs 
résultats d'intégralité, ainsi que la relation d'ordre et ses propriétés (paragraphe 3). 
Nous faisons le lien avec les sous-algèbres coïdéales au quatrième paragraphe, ainsi que 
la construction de plusieurs autres sous-algèbres associées à des pré-sous-groupes. 

Au cinquième paragraphe, nous discutons les sous-groupes, co-sous-groupes et sous- 
quotients. 

Au sixième paragraphe, en nous aidant du paragraphe 2, nous donnons la généralisation 
du biproduit croisé mentionnée ci-dessus. 

Nous interprétons enfin (paragraphe 7) nos résultats en termes d'inclusions de facteurs 
d'indice fini et de profondeur 2. 

Nous remercions M. Izumi qui a attiré notre attention sur le lien entre sous-algèbres 
coïdéales et sous-facteurs de [11] et D. Bisch pour plusieurs conseils bibliographiques. 

1. Préliminaires. 

Dans ce paragraphe, nous fixons quelques notations et particularisons à la dimension finie 
certaines constructions de [7] et [1] . Nous donnons en outre quelques autres résultats plus 
spécifiques à la dimension finie (cf. aussi [13]). 

Notations. - - Dans cet article, 7i désigne un espace hilbertien de dimension finie 
n 7^ et V G £(TC®TC) un unitaire multiplicatif sur Tt , i.e. tel que V12V13V23 = 

V23V12 (e c(H®Tt®Ti)). 

Rappelons (cf. [1]) que pour u G £(Tt)* on note L(u>) = (u<S>id)(V) G C(Tt) et p(u>) = 
(id <g> lo)(V) ; les ensembles S = { L(u) , u G C(Tt)* } et S = { p(u) , u G C(Tt)* } 
sont des sous-algèbres involutives de C(Tt) ■ Les applications S : x 1— > V(x <S> 1)V* de 
S dans S <E> S et ô : x 1— > V*(l <8> x)V de S dans S <g> S munissent S et S de 
structures de C* -algèbres de Hopf. 

1.1. — Remarquons que L(u) (resp. p(u) ) ne dépend que de la restriction de u 
à S (resp. S). Les algèbres S et S sont en dualité via la forme bilinéaire 
P : (L(uj) , p(uj')) 1— > (ou <S>uj')(V) = u)(p(u)')) = oj'(L(ui)) . Le produit (resp. coproduit) de 
S est dual pour (3 du coproduit (resp. produit) de S : pour x, x' G S , y, y' G S , on a 

(3(xx\y) = {P®(S)(x®x',ô(y)), P(x,yy') = (p (8) P)(S(x),y (g) y') . 

Notons r la trace normalisée de C(Ti) . Rappelons (cf. e.g. [1], §4) que les restrictions 
de r à S et S sont des mesures de Haar : pour tout x £ S (resp y G S) on a 
(id (g> t)ô(x) = (r (g) id)S(x) = t(x)1 (resp. (id ® r)ô(y) = (r (g id)ô(y) = r(y)l). 

Rappelons que £ G Tt est appelé /ïze (resp cofixe) si, pour tout 77 G on a 
V^(£ (g 77) = £ (g 77 (resp. F (77 (g £) = 77 (g £)). Par [1] §4, L(r) (resp p(r) ) est 
le projecteur orthogonal sur l'espace des vecteurs cofixes (resp. fixes) de V . Comme 



(r (g) r)(y) = r(L(r)) = r(p(r)) , les projecteurs L(r) et p(r) ont donc même 
dimension. Autrement dit, les dimensions de l'espace des vecteurs fixes et des vecteurs 
cofixes coïncident. 

On appelle multiplicité de V la dimension de l'espace des vecteurs fixes. Rappelons (cf. 
[1]) qu'un unitaire multiplicatif de multiplicité m est équivalent au produit tensoriel 
d'un unitaire multiplicatif de multiplicité f par f G £(C m £g> C m ) . 

f .2. — On suppose désormais que la multiplicité de V est 1. Soient e un vecteur fixe 
et ê G H un vecteur cofîxe de norme f. Soient <p l'état vectoriel u e ^ e et (p l'état 
vectoriel Uè,ê • Rappelons que ip et r coïncident sur S et que <p et r coïncident sur 
S . Comme L(r) = #ê,ê 5 on a 1/n = r(#ê,ê) = ¥?(0ê,ê) = |( e 7 ê)| 2 . Quitte à multiplier ê 
par un scalaire de module f convenable, on supposera désormais que (e, ê) = n -1 / 2 . 

Les applications k : L(u) h-> L(cj*)* = (u;<g>id)(V*) et k : h-> = (id(g)u;)(y*) 

sont des antiautomorphismes involutifs de S et S respectivement. 

Comme k préserve l'involution de S 1 , l'application xe h- > «;(x)e est un unitaire 
C/ G £(7~0 . On a £7 2 = f . De plus, (H, V, U) est un système de Kac, au sens de [1], 
§6. En particulier, en désignant par E G C(H <S> T~t) la volte (i.e. l'opérateur tel que 
£(f<g>77) = t/®^), les unitaires = (t/® l)EFE(t/<g)l) et = E(ï/<g> l)F(t/<g)l)E sont 
multiplicatifs. De plus, Eyyy(f <g> £/)^ = 1 et, pour x G S 1 , on a = V™(1 (g) 
et pour x G S , on a ô(x) = V(x ®1)V* . 

Remarquons que Ue = e ; de plus, si eu G £(H)* satisfait u = iv* et L(u) = L(u)* , 
alors UL(uj)e = L(uj)e . Appliquant ceci à v}l 2 (p , on trouve Uê = ê . 

Il s'ensuit que ê est un vecteur fixe et e un vecteur cofixe pour V et V . 

1.3. On a (id <g> u; ê , e )(EK) = Jid (g) u è , e )(YVVV(l (g U)) = n" 1 / 2 ; de même, 
(u; e , ê ® id)(EV) = (w e ,ê ® id)(EVW) = n" 1 / 2 ^. Pour £ G H , on a donc L(u ëÂ )e = 
(id®w ê , e )(EV)£ = n" 1/2 £ et p(wç, e )*ê = (id®w ê , e )(Ey)*^ = n _1 / 2 £ . Comme e et ê 
sont séparateurs pour S et £ respectivement, on en déduit que, pour x G 5, y E S 
on a, x = n 1/2 L(w êiXe ) et y = n 1/2 /9(w yê)e )* = n 1/2 K(p(uj ejyë )) . 

En particulier, /3(>, y) = /3(n 1/2 L(cu ê)Xe ), y) = n 1/2 cu ê)Xe (y) = n 1/2 (ê, yxe) . 

Remarquons de plus que, pour y G S, on a /î(y) = n 1 / 2 p(uj e ^ y ê) , donc K(y)ê = 
n 1 / 2 / 9(w ei y ê )ê = n 1/2 (w e ,ê <8> id)(Ey)yê = Efyê . 

Xa transformation de Fourier. Pour ï G S, on pose F(x) = n 1 / 2 p(uj ejXe ) ; pour 
y G S 1 , on pose T(y) = n 1 / 2 L(a;ê,yê) • Par ce qui précède, pour x e S et y E S on a 
T{x)ë = Uxe et J-(y)e = yê . En particulier, F ' o T ' = k et T ' o T ' = k . On en déduit 
aussi que J r oK = J r oJ r oJ r = KoJ r . 

Nous caractérisons ci-dessous les éléments dont la transformée de Fourier est positive, 
puis ceux dont la transformée de Fourier est centrale. 



1.4. Proposition. — a) Pour x E S , les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) p{uj e ,xe) > . (ii) La forme Uê, xe est positive sur S . (iii) Il existe une forme 
positive ip G C(H)* telle que x = L(ip) . 

L'ensemble des x E S tels que p(w e ,xe) > est un cône convexe fermé stable par le 
produit de S et invariant par k . 

b) Pour y G S , les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) L(uê, y ê) > . (ii) La forme u ejy ê est positive sur S . (iii) Il existe une forme 
positive ip G C(H)* telle que y = p(ip) . 

L'ensemble des y £ S tels que L{u)ê, y ê) > est un cône convexe fermé stable par le 
produit de S et invariant par k . 

Démonstration, a) Posons y = K,(p(u} e>xe )) . On a p(uj e ^ xe ) > -<=>- y > -<=>- la 
forme y(p est positive sur S . Or, xe = n x l 2 yë, d'où l'équivalence (i) •<=>- (ii). 

On a x = nL(ujê,yê) donc, pour une forme V ? on a L(tjj) = x si et seulement si tp 
coïncide avec n 1/,2 o;ê,xe sur S , d'où (iii)=^(ii). La réciproque résulte de ce que toute 
forme positive sur S peut se prolonger en une forme positive sur C(7Ï) . 

Si u et ou' sont des formes positives, ip : x h- > {uj ® uj'){V*{1 ® x)V) est positive et 
L(uj)L{uj') = L(ip) . En outre, pour x G S , si F{x) > alors = /t(jF(x)) > 0. 

L'ensemble des x E S tels que p(u) ejXe ) > est donc stable par le produit de S et 
invariant par k . Les autres assertions de a) sont claires. 

b) Se démontre de manière analogue (ou en remplaçant V par V ) . 

■ 

Notons par la même lettre a la volte de S® S et celle de S® S (i.e. Pautomorphisme 
donné par a(x ®y) = y ® x ). 

1.5. Proposition. — Soit x e S (resp. S ). Alors p(u e)Xe ) (resp. L(uê yX ê) ) est dans 
le centre de S (resp S ) si et seulement si ô(x) = o~(S(x)) (resp. ô(x) = a(ô(x)) . 
L'ensemble des x E S (resp. S ) tels que p(uJ ejXe ) (resp. L(cuê,xê) ) est dans le centre 
de S (resp S ) est une sous-algèbre involutive de S (resp. S ). 

Démonstration. p(uJ e , xe ) (resp. L(u}^ x g)) est dans le centre de S (resp S) si et 
seulement si la forme y h- > (p(yp(uj e , xe )) (resp. y \— > <p(yL(u^ x %)) ) est traciale sur S 
(resp. S). Or, (ç{yp(u e)Xe )) = (ê,yp(u> ejXe )ê) = n~ 1/2 (ê, yK,(x)e ) = n~ 1 (3(K(x), y) (resp. 
(p(yL(u ê>xê ))j= (e,yL(ui êjXê )e) = n~ 1/2 (e,yxê) = n _1 /3(y*, x*) ). Cela signifie donc que 
pour y,z<ES (resp S 1 ), on a (3(K(x),yz) = (3(k(x), zy) (resp. (3(yz,x*) = (3(zy,x*)). 
Or ô(k(x)) = (k® K)aô(x) . La proposition résulte alors des formules de 1.1. 



1.6. - - On note J : 7i — > Ti l'isométrie antilinéaire xe h- > x*e et J : H. — > Tt 
l'isométrie antilinéaire L(uj)e \— > L(uj*)e . Remarquons que U = J J . Les applications 
J , J et U étant involutives, on a aussi U = J J . Pour y G S, on a 

yè = n}l 2 L{u)ê^ê)e = n l t 2 L{y(p)e donc Jyë = n 1 / 2 L(îpy*)e = n}l 2 L{y*(p)e , vu que (p 
est une trace sur S. Donc Jyë = y*ê . Enfin, J p(uj)ë = JU p{uj)ë = J p{uj*)* ë = p{uj*)ë . 



Remarquons que, pour x G S, JxJ G 5", UxU G 5" et JxJ = n(x*) G S. 
De même, pour y G S, JyJ G 5", UyU G 5" et JyJ = n{y*) G S. Donc 
pour eu G £(Tt)* , la restriction à S (resp. 5) de la forme x h- > uj(JxJ) (resp. 

x i— > u( JxJ) ) ne dépend que de la restriction de w à S (resp. 5). Pour £ G 7i , on 
a L(o;ê,^)*e = JL(u>ê^)e = n _1 / 2 J£ = L(uj^jç)e, donc L(cuê,ç)* = L{ujê,js) ■ De même, 
/9(a; e ^)* = p(cu g jç) • Comme la restriction de toute forme à S (resp. S ) coïncide avec un 
co>ê,£ (resp. un ui e ^ ), on en déduit que, pour tout £, r\ G H , on a : L(cuç iT? )* = L^uj^^j^) 
et p(w €) „)* = p(<^j^j v ) ■ 



1.7. Proposition. — aj Pour tout x e S , y e S on a : r(xy) = r(x)r(y) = <p(x)<p(y) . 

b) On a (id g) r g) id)(V"i 2 V23) = (id g) r g) id)(V r 2 3^i2) = # e , e g> ê ,ê • 

c) Pour tout x E S , y <E S on a : L(xr) = r(x)9ê,ê et p(yr) = r(y)9 eje . 

Démonstration, a) On a V(xy (g = (a; g) l)5(y) . Donc 

r(xy) = (r <S> r)(xy (g 1) 

= (r (g) r)(V(xy g) 1)V*) vu que r (g r est une trace 
= (r(8)r)((x(8)l)?(y)) 
= r(x(id (g) r)ô(y)) 
= T(x)r(y) . 

b) Pour eu, eu' G , on a (u; <g> a/)(id (g r (g id) (1/12^23) = r(cu (g id g) u') (V12V23) = 
t(L(uj) P (uj')) = r(L(u))r(p(u')) par a). Or t(L(u)) = u(p(r)) et r(p(u/)) = u'(L(t)) . 
Donc (eu (g u/)(id (g r (g id)(Vi 2 V2 3 ) = (eu (g u/)(0 e ,e ® #ê,ê) • 

c) Pour eu G £(H)* , on a cu(L(rx)) = r(xp(cu)) = r(x)cu(L(r)) ; de même, 
u{p{ry)) = r(yL(u)) = r(y)w(p(r)) . 

■ 

1.8. Corollaire. — Si p E S et q E S sont des projecteurs qui commutent, on a 
dim(pH) dim(qH) = ndim(pH n ç7Y) = n 2 |be|| 2 ||gê|| 2 . 

Démonstration. Cela résulte du calcul de r(pq) à l'aide de la prop. 1.7. a). 

■ 

Il est facile de donner une description de l'espérance conditionnelle de CÇH) sur S : 

1.9. Proposition. — Pour tout T e C(H) on a E S (T) = (id (g cuê,ê)(^*(l g> T)V) . 

Démonstration. Il suffît de vérifier cette formule pour T = ab avec a E S et b G S . On 

a (id®cu ê)ê )(y*(l®T)y) = (idg)^ ê)6ê )(^*(lg>a)y) = (id®u êM )(V(a® 1)V*) = r(b)a. 



On peut donner d'autres écritures pour Es par exemple Es(T) = (u; êjê ® id)(F(T (g 
1)V*) = (id (g r)(y(T (g) 1)V"*) , ainsi que des formules analogues pour E~. 

On peut remarquer que l'unitaire multiplicatif V (de multiplicité 1 ) est entièrement 
déterminé par les algèbres S et S associées et les espaces de ses vecteurs fixes et 
cofixes : par 1.3, pour u G C(Ti,)* , l'opérateur p{oj) est l'unique élément y de S tel 
que, pour tout x G S on ait uj{x) = n 1 / 2 (ê, yxe) . On peut donner une description plus 
explicite de V en termes de S , S , e et ê : 

1.10. Proposition. — Pour tout a, x G S et tout h, y G S , on a (xe<gyê, V{ae®bê)) = 
r(x*y*ab) . 

Démonstration. On a (xe (g yê,V(ae <g 6ê)) = (xe ® yê,ô(a)(e ® 6ê)) = (xe, (id ® 
w y ê,6ê)(<î(a))e) • Or (id (g) cu yêj6ê )(5(a)) = (id (g) cu ê ,ê)(^*(l (g y*a6)F) = E s (y*ab) ; donc 
(xe, (id (g w y ê i 6ê)(<y(a))e) = Lp(x* E s (y*ab)) = r(x*y*ab) . 



1.11. Corollaire. — Ou a (J <g> J)V(J ® J) = F* . 

Démonstration. Si a, x G S 1 et 6, y G S 1 , on a ((J (g J)F(J (g J)(xe (g yê), ae (g bê) = 
({J ® J){ae ® bê),V{J ® J){xe ® yê)) = (a*e (g 6*ê, F(x*e (g y*ê)) = r(abx*y*) = 
(xe (g yê, F(ae (g 6ê)) . 



2. Une caractérisation des algèbres de Hopf en dualité. 

Soit TL un espace hilbertien de dimension finie (non nulle) n . On note r la trace 
normalisée de C(H) . Soient A,5c £ÇH) deux sous-algèbres involutives unitales. Nous 
donnons ici des conditions pour que A et B soient des algèbres de Hopf en dualité, 
i.e. les algèbres S et S associées à un unitaire multiplicatif. La première condition que 
nous imposons est une condition de «carré commutatif »(c/. [19]). 

2.1. Lemme. — Soient A,5c deux sous-algèbres involutives unitales telles que, 

pour tout (a, 6) G A x B , on ait r(ab) = r(a)r(6) . 

a) Soit f G 7i de norme 1 . Si 9 j j G A alors f est un vecteur trace pour B . 

b) Si de plus dimS = n alors 9i j est central dans A. 

Démonstration, a)) Pour b G B , on a (f,bf) = nr(9 1 fb) = nr{9 1 f)r(b) = r(b) , d'où 

a) . 

b) Par a), / est un vecteur séparateur pour B ; comme dimS > dim 7i, on en déduit 
que c'est un vecteur totalisateur pour B . 

Soit a E A. Pour tout b G B , on a (b*f,af) = nr(a9j fb) = nr(a9f f)r(b) = 
(b* f ', /) (/ ', af) donc af = (f,af)f (puisque / est un totalisateur pour S), donc 
a9 j j = (f, af)9 ^ j . Appliquant cela à a* , on trouve ad j j = ® j f a ■ 



Soient A,5c £(H) deux sous-algèbres involutives unitales de dimension n telles que, 
pour tout (a, b) G A x B , on ait r(a6) = r(a)r(b) et f,fEH de norme 1 tels que 
6 j f E A et 9/j E B . Remarquons que, comme / est un vecteur trace pour B , on 

a = "n -1 / 2 • On supposera désormais que (/, /) = n -1 / 2 (quitte à multiplier / 

par un scalaire de module 1 ) . 

On note A l'injection canonique de C(Tl) dans L 2 (£(7i),r). Définissons Z, Z' : 
H®H^ L 2 (£(H),t) par les formules Z(af®bf) = A(ab) et Z'(af®bf) = A(ba) . Il 
est clair que ce sont des isométries, donc des unitaires (par égalité des dimensions). On 
pose enfin W = (Z')*Z . 

2.2. Lemme. — a) Pour tout a,x G A et tout b,y G B , on a (xf <g yf, W(af <g> &/)) = 
r(x*y*ab) . 

b) Pour tout b G B et tout a G A , on a n 1 / 2 ^? , <g id)(W) = a et 
n 1 / 2 (ià®u b * !f ){W) = b. 

c) Les propriétés suivantes sont équivalentes : (i) W G B (g C(H) ; (ii) W G CÇH) <g A ; 
(ni) W G B (g A . 

Démonstration, a) En effet, (xf <g yf, W(af <g bf)) = (Z'(xf <g yf), Z(af <g 6/)) = 
(A(yx),A(a&)>. 

b) Pour a G A et b, y G S , on a (y/, n 1/2 (u; /a/ (g) id)(W>/) = n 1/2 (/ (g y/, W(af <g> 
6/)) = n(9 j ff®yf, W(af®bf)) = nr(6 i ^y*ab) = (yf, abf) . Comme / est totalisateur 
pour S , on en déduit la première assertion. 

En échangeant les rôles de A et B , on remplace W par £VF*£ , d'où la deuxième 
assertion. 

c) Comme / est totalisateur pour A et f séparateur pour B , tout élément de 
B* est la restriction d'une forme u j a ^ . Si W G B (g £(7Y) , pour tout w £ B* , on a 
(a> (g> id)(W) G A par b), donc W E B ® A . On a montré (i) •<=>- (iii). Echangeant les 
rôles de A et i? , on trouve que (ii) •<=>- (iii). 

■ 

Remarquons que sous les hypothèses du lemme 2.2.c), on a B = { (id (g u;)(W) , u> G 
} et A = { (u (g id)(W0 , w G } . 

Notons Ja et J B les involutions de H définies par J A {af) = a* f et J B (bf) = b* f 
(pour a G A et b E B). 

2.3. Lemme. — a) On a (J A <g Jb)W( Ja (g Jb) = W* . 

b) Si W E C(H) <g A , alors J A S J A = B et J B AJ B = A . 

c) Dans ce cas, J A J B = JbJa ■ 

Démonstration, a) Pour a,x G A et b, y G -B , on a ((Ja (g Jb)VF(Ja (g J B )(xf <g 
yf),af®bf) = ((J A ®J B )(af®bf),W(J A ®J B )(xf®yf)) = (a* f®b* f,W(x* f®y* f)) = 
r(x*y*ab) = (xf ® yf, W(af ® bf)) , d'où a). 

b) Pour b G B , on a J46J4 = n 1/2 JA((id <g> ^ /j )(W))Ja = n x /2(id <g> 
( J B u) b *f j-J B ))(W*) G -B , d'où la première assertion. La deuxième assertion se démontre 
de façon analogue. 



c) On a J A (f) = n^JAOfjf = f, donc J B J A bf = J B (J A bJ A )f = {J A bJ A )*f = 

m 

On suppose désormais que W G C(H) ® A. On pose U = JaJb et W = 

2.4. Lemme. — Pour i,aei et 6', y' e B' , on a (y'f®xf, W(b'f®af)) = r(y'*x*b'a) . 

Démonstration. On a (y 7 / <g> x/, W(b'f ® af)) = (Uxf ® y'/, W^E/a/ <g> 6'/)) . Posons 
ai = J B a*J B , x x = J B x*J B , b = J B (b')*J B et y = J B (y')*J B . On a a x f = 
Uaf, Xl f = Uxf, bf = b'f et yf = y'f. Donc (y'f ® xf, W(b'f ® af)) = 
( Xl f ® yf, W( ai f ® bf)) = T(xîy* ai b) = T(J B (b'ay'*x*)*J B ) = T(b'ay'*x*) . 



2.5. Lemme. — a) Pour tout a G A on a Z(a ® 1)Z* = 7r T (a) . 

b) Pour tout ai,a2 e A et b x ,b 2 G B , on a (ai/ ®hf ',W(9 f ~j ®l)W*(a 2 f ®b 2 f)) = 
n- 1 (f,b 2 a 2 a* 1 b* 1 f} . _ _ 

c) Pour tout d,c 2 eA et di, d 2 G B' , on a (dif ® af ',W*(1 ® 9 f ~ j)W(d 2 f ® c 2 f)) = 
n~ x (f, d 2 c 2 c\d\f) . 

d) On a W{9jj ® 1)W* = W*(1® Ofj)W . 
Démonstration, a) est clair. 

b) Comme Z'(aif ® bif) = A T (biai) , on a 

(ai/ ® bj, W(9 fJ ® l)W*(a 2 f ® b 2 f)) = ((A T (6 iai ), Z(9 f J ® l)Z*A T (b 2 a 2 )) 

= r{a\b\9 j jb 2 a 2 ) par a). 
= n- 1 (f,b 2 a 2 a* 1 blf) 

c) Remarquons que, comme A = J B AJ B et B' = J B BJ B , pour tout a G A et tout 
b' E B' on a r(ab') = r(a)r(b') . De plus, 9fj G B' et 9i t G A . Si on remplace le 

couple (A, B) par (B' , A) on remplace W par W (lemme 2.4) ; donc si on remplace 
le couple (A, B) par (A, B') on remplace W par EVF*E ; donc c) découle de b). 

d) Soient a\,a 2 E A et 61,62 G B ; notons a,c 2 G A et d\,d 2 G B' les éléments 
tels que aif = dif et bif = af (i = 1, 2). Remarquons que £7c*/ = J B af = b* f et 
Ua*f = d*f.Ona: 

(ai/ ® 61/, <g> (a 2 / <g> 6 2 /)> = n"^/, 6 2 a 2 aî&î/) 

= n- 1 (a* 2 Uc* 2 f,a{Uc* 1 f) 

= n- 1 {a* 2 f,U(ac* 1 )Ua* 1 f) car UaU e A' . 

= n- 1 (d*J,(c 2 c* 1 )d*J) 

= (dif ® af, w*(i ® 9 f J )W(d 2 f ® af)) 

d'où le résultat. 



2.6. LEMME. — Notons ix : C(H) -> C(H <g> H) la représentation x i-> (Z')*ir T (x)Z' . 

Pour a G A et b e B , on a w(a) = W(a ® 1)W* et w(b) = (1 <g b) . 
b) Pour tout x G C(H) on a ir(x) = W*(l ® x)W . 

Démonstration, a) La deuxième assertion est claire ; la première résulte du lemme 2. 5. a). 

b) Comme W G A® B' , cette égalité est vraie pour x e B par a). Par le lemme 2.5.d), 
cela est aussi vrai pour x = 9 ç ç . Or C(H) est engendré par B et 6f f , d'où le 
résultat. 



2.7. Proposition. — Pour tout a e A on a W(a ® 1)W* e A® A ; pour tout b e B 
on a W*(l®b)W eB®B. 

Démonstration. Par hypothèse W(a ® 1)W* G £(H) ® A ; par le lemme 2.6, on a 
W(a® 1)W* = W*(l ®a)W G A®C(Ji) , d'où la première assertion. Quand on échange 
les rôles de A et B , W est remplacé par EVF*E ; la deuxième assertion résulte donc 
de la première. 



2.8. Théorème. - - Soient A, B C C(H) deux sous-algèbres involutives unitales de 
dimension n et f,feH de norme 1 . On suppose que : 

a) Pour tout (a, 6) G A x B , on a r(ab) = r(a)r(b) . 

b) 6îf e A et 9 fJ G B . 

c) L'unitaire W G C(H ® H) défini par (xf ®yf,W(af ®bf)) = r(x*y*ab) pour tout 
a, x G A et tout b,y G B , est contenu dans B ® C(H) . 

Alors W est multiplicatif; les algèbres « S » et « S » associées sont A et B ; le vecteur 
f est fixe et le vecteur f cofixe pour W . 

Démonstration. On a déjà montré que { (ou (g id)(W) , uj G C(H)* } = A et 
{ (id<g>u;)(W) , oo G C(H)* } = B . Il est clair que pour tout £ G , on a = /<g>£ 

et (g f ) = £ (g / . La seule chose à montrer est que VF est multiplicatif. 

Par la prop. 2.7, on a W 23 W 12 W2* 3 e B ® A® A et W? 2 W 23 W 12 E B ® B ® A ; donc 
^i*2 W23W12W23 G S <g> C <g> A . 

Pour x e A et rj G H , comme W(f ® f) = f ® f et (g) 7/) = / (g) 77 , on a 

(/ ® / ® /, ^1*2^23^12^2*3^/ ® / ® î? )) = (/ ® / (g, /, W 2 3W 12 (a;/ ® / ® 77)) 

= (/ ® /, W((a; /)!B/ ® id)(W) ®l)(f® 77)) 

= n- 1/2 (/®/,V^(x/®?7)) lemme 2.2.b) 

= (f®f®f,W 13 (xf®f®r,)) 

d'où l'on déduit que W^W^W^W^ = Wi 3 , vu que f ®f est séparateur pour B®A. 

m 

Remarquons que, comme la dimension de A est égale à celle de Tt , l'unitaire 
multiplicatif W est irréductible. En fait, comme U = JaJb , (H, W, U) est un 
système de Kac au sens de [1]. 



-1 <r\ 



3. Pré-sous-groupes. 

Soient H un espace hilbertien de dimension finie n^O et V G C(H ® H) un unitaire 
multiplicatif de multiplicité 1 sur 7i . On choisit un vecteur fixe e de module 1 et on 
note ê le vecteur cofixe tel que (e, ê) = n -1 / 2 . 

Pour Ç E H, posons Hç = {n E H , V(r/ ® £) = ?7 <g £ } et H^ = {n E H, V(£ <g 77) = 

ç®v}- 

3.1. Lemme. — Soit £ G tel que ||£|| = 1 . Notons ip l'état vectoriel uç^ . 

a) On a H* = { n G H , L(ifj)n = n} et Hç = { n G 7i , p(i^)r) = n} . 

b) On a V(H^®H^) cH® Hç et V*(H*®Ht) CH^®H. 

Démonstration, a) Comme ||L(^)|| < 1 , on a : L(i/j)t) = n •<=>- (rj, L( 7/7)77) = \\r]\\ 2 •<=>- 
(£ ® 77, V(£ ® 77)) = ||r/|| 2 •<=>- F(£ (g 77) = £ ® 77. La même démonstration s'applique 
pour . 

b) Soient 77, £ G iïç . Alors 77 ® ( ® £ est invariant par V13 et V23 donc par 
V13V23 = V* 2 V 2 3V 12 . Donc 1/(77 ® ® £ est invariant par V23 t. e. F (77 ® C) G H ® H^ . 

La deuxième assertion se déduit de la première en remplaçant V par EF*E . 



3.2. Lemme. - - a) Soient £1, £2, ?7i> ?72 G 7i tels que V(£i (g 771) = £1 (g 771 et 
V(É2®ïfe) =6®%- Ou a L(a; 6 ^ 2 )L(a; r , 1)î?2 ) = (£1, £ 2 )L(u;, ?1 , rï2 ) et K^i^pKi,^) = 
(Vi,V2)p(^ 1 ,^) ■ 

b) Soient f,g E H tels que V(f ® g) = f ® g . Pour tout £,77 G 7i les opérateurs 
L(uçj) et piojg^Y commutent. 

Démonstration, a) On a L(u^ 1 ^ 2 )L(u! r]1 ^ 2 ) = L(u) , où ui{x) = (uj^^ 2 ®u) Vltm )(V*(l (g 
x)V) = (F(£i(g77i), (l^xjV^®^)) = (6,6K fl2 (i).Demême, K^i.^M^i,^) = 
p(u) , où w(a;) = <g> u; ??1)î?2 )(y(a ; (g = (y*(£x ® m), (x <g> 1)V*(£ 2 ® 772)) = 

b) On a 

L(u u )p(ug,r,)* = (u> u ® id (g ^ i g)(yi2V r 2 * 3 ) 

= (g id (g W, )ff )(y 2 *3Vl2^13) 

= (ojçj (g id (g (1/3*3 1/12) 
vu que V(f®g) = f®g. Or (u^,/ (g id <g> (^2*3^12) = P{^g,vY L i u u) • 

m 

3.3. Proposition. — Soit f EH, \\f\\ = 1 tel que V{f ® f) = f ® f . Notons ip 
l'état ifj = Ufj . 

a) L'opérateur L(ip) est le projecteur sur H? ; l'opérateur p(ip) est le projecteur sur 
Hf . Ces deux projecteurs commutent. 

b) Pour tout £ G Hf ® H? , F£ = £ . 

c) Ou a Lty)e = />/e , p(^)ê = 6 u e , (e, ê) = (e, /) (/, ê) et Jf = Jf = Uf = f. 

d) Ona H f f] Hf = Cf et dim(f^) dim(tf/) = dim(W) . De plus \(e, f}\ 2 dim(H f ) = 
|(ê,/)| 2 dim(if/) = l. 



Démonstration, a) Par le lemme 3. 2. a), L(ip) et p(tp) sont des idempotents. Comme 
||£(V0II < 1 et H/^VOII < 1 5 ce sont des projecteurs. Les égalités L(ip)H = Hf et 
p(ip)H = Hf résultent du lemme 3.1. a). Par le lemme 3.2.b), les projecteurs L(ip) et 
p(ip) — p(ip)* commutent. 

b) Pour £ G Hf , C G Hf , Ç ® f (g) £ est invariant par V 12 et par V23 donc par V13 . 

c) On a (e,L(ip)e) = (p(L(ip)) = ip(p(<p)) ■ Or p(ip) étant le projecteur sur 
l'espace des vecteurs fixes, par hypothèse réduit à Ce, on en déduit (e,L(ip)e) = 
|(/,e)| 2 = (e,9fje). Comme L(ip) — 6fj est positif, on a L(ifj)e = 9fje. L'égalité 
p(ip)ê = Ofjê s'en déduit en remplaçant V par Sy*E. De plus, comme l'image 
du projecteur p(cp) = 9 e e est contenue dans Hf , on a p(cp) = p((p)p(ip) , donc 
(e, ê)e = p(</?)ê = p(<p)p(ip)ê = p(<p)({f, ê)/) = (e, /)(/, ê)e . 

On a JL(ip)e = L(ip)*e = L(ip)e , JL(ip)e = L(ip*)e = L(ip)e . Comme e est séparateur 
pour S , L(ip)e 7^ ; donc Jf = Jf = f,vu que / est proportionnel à L(ip)e. Donc 
Uf = JJf = f 

d) On a V(p(t)) = r(L(V0). Mais p(r) = # e , e ; donc ^(p(r)) = |(/,e)| 2 . 
D'autre part, nr(L(^)) est la dimension de iï^ (où n = dim7Y). Donc 
dimiï^ = n|(e, f)\ 2 = n\(ê, e)| 2 |(ê, f)\~ 2 par c) ; donc |(ê, f)\ 2 dim(H f ) = 1 . De même, 
|(e, f)\ 2 dim(Hf) = 1 . On en déduit que n -1 dimHf dimHf = |(ê, e)| 2 dimiï^ dimiï/ = 
|(ê,/)| 2 dim(^)|(e,/)| 2 dim(if / ) = 1. Or par le corollaire. 1.8, dimHf n Hf = 
n -1 dim Hf dim iï^ . 

■ 

3.4. Définition. - - On appelle pré-sous-groupe de V tout vecteur f G 7i , tel que 
11/11 = 1 , (/, e) > , V(f <S> f) = f <S> f ■ Si f est un pré-sous-groupe, les projecteurs 
L(ufj) et p{uifj) se notent simplement Lf et pf . 

Par hypothèse e et ê sont des pré-sous-groupes. 

Exemple. - Soit G un groupe fini. Notons V G C(£ 2 (G) <g> £ 2 {G) son unitaire 
multiplicatif, donné par la formule (V£)(s, t) = Ç(st, t) , pour tout £ G £ 2 (G) <g> £ 2 (G) = 
£ 2 {G x G) , s, t G G . Soit T un sous-groupe de G ; alors |r| — 1//2 Xr est un pré- 
sous-groupe de V , où xr désigne la fonction caractéristique de F . Inversement, soit 
/ G £ 2 (G) un pré-sous-groupe; alors, ||/|| = 1, /(l) = (ê, /) G R + et, pour tout 
s, t G G, on a f{s)f(t) = f(st)f(t) ; alors, l'ensemble r = { s G G , /(s) ^0} est 
stable par le produit de G ; comme G est fini (et / 7^ 0), T est un sous-groupe 
de G ; de plus, pour tout s, t G T , on a f(st) = f(s) ; donc / = |r| -1 / 2 xr • On voit 
alors que H* est l'ensemble des fonctions supportées par T et Hf est l'ensemble des 
fonctions invariantes à droite par T. La relation dim(Hf) dim(Hf) = dim(H) (prop. 
3.3.d) est le théorème de Lagrange. 

3.5. Proposition. — Soient f,g des pré-sous-groupes. 

a) On a L(u fj9 ) 2 = (f,g)L(u ftg ) et p(uj f , g ) 2 = {f,g)p(u>f, g ) ■ On a L(uj f>g ) = L(u f , g )* 
et p(w f ,g) = p{Uf,g)* ■ 

b) Les opérateurs L{ujf >g ) et p g commutent. Les opérateurs p(u>f !g ) et Lf 



commutent. 

On note H^ 9 l'image de L(u;/ jfl ) et H g j celle de p(u g j) . 

c) On a dim(Hf'9 n H g ) dim(^) = dim(tf^) et drm{H gJ n if 3 ) dim(# s ) = 
dim(if g j) . 

d) On a dim(Hf>9nH g )(f,g)(g,e) = (f,e) et dim(H gJ n H 9 )(f,g)(f, e) = (g,e) ; en 
particulier, (f, g) > . 

ej On a dim(#^ n H g ) dim(H gJ n = (/, g)~ 2 . 

f) On a Ht C , H 9 c f^' 5 , H f C et # 5 C H gJ . 

Démonstration, a) Les deux premières assertions résultent du lemme 3. 2. a) ; les deux 
dernières de la prop. 3..3.c) et de 1.6. 

b) résulte du lemme 3.2.b). 

c) Il résulte du corollaire 1.8, et de b) que ndim(iï^' s H H g ) = dim(if^' 5 ) dimH g . Or 
n = dim H g dim H 9 . La deuxième assertion se démontre de manière analogue. 

d) De c) on déduit que (f,g) dim(Hf> 9 nH g ) dim(fP) = (f,g) dimtf-^ = nr(L(ujf !9 )) = 
nuJ f,g(p( T )) = n(f,e)(g,e) , donc (/, g) dim(H f ' 9 H H g ) = dimH g (f, e)(g, e) . On en 
déduit la première assertion vu que {g,e) 2 dimH g = 1 . La deuxième assertion se 
démontre de manière analogue, vu que (/, e)(/, ê) = (g, e)(g, e) . 

e) résulte immédiatement de d). 

f) On a L(ùj f , g )L f e = (f,e)L(oj fig )*f = (f,e)(f,g)f = (f,g)L f e. De même, 
L (^/,s) L 9 e = (9,e)L(u fig )g = (g,e)(f,g)g = (f,g)L g e. On en déduit que L{u) hg )L f = 
(f,g)Lf et L(uf t g)L g = (f, g)L g , vu que e est séparateur pour S , d'où les premières 
assertions, vu que (f,g) ^ (par d). Les autres assertions s'en déduisent en remplaçant 
V par £F*£. 



3.6. Corollaire. — Il y a un nombre Uni de pré-sous- groupes pour V . 

Démonstration. Il résulte immédiatement de la proposition précédente que, si / et g 
sont des pré-sous-groupes distincts, {f,g}~ 2 est entier, donc (f,g) < 2 -1 / 2 , donc 
11/ - g\\ 2 > 2 - y/2, d'où le résultat. 



3.7. Proposition. — a) Soient f et g des pré-sous-groupes. Les conditions suivantes 
sont équivalentes. 

(i) V(f <g> g) = f <g> g. (H) H 9 C . (iii) H f C H g . (iv) H^ 9 = Hf ; (v) 
H 9 'f = Hf ; (vi) H f>g = H g ; (vii) H gJ = H g ; 
Si f et g vérifient ces conditions, nous écrirons g -< f . 

b) La relation -< est une relation d'ordre sur l'ensemble des pré-sous-groupes de V , 
pour laquelle e est le plus grand élément et ê est le plus petit élément. 

Démonstration, a) (ii) =>- (i) résulte de ce que g G H 9 . Si (i) est vérifiée, pour tout 
£ G H 9 , on a V(f <8> = / <E> £ par la prop. 3.3.b), donc (i)=^(ii). (i) •<=>- (iii) en 
résulte remplaçant V par £!/*£. Par la prop. 3.5.f), (iv)=^(ii), (v)=^(ii), (vi)=^(iii) et 
(vii)=^(iii). Si (i) est satisfaite, par le lemme 3. 2. a), LfL(ujf^ g ) = L(uf jg ) , LfL(uj g j) = 



L(<jj g j) , p(u)f y g)p g = p(u)f, g ) , p(u> g j) p g = p{u) g j) , donc (i) implique les relations (iv) à 
(vii). 

b) Il est clair, par la condition (ii) que -< est une relation de préordre. Si / -< g 
et g -< f, on a g G H f n Hf = Cf . Comme ||/|| = \\g\\ = 1 , (e, /) > et 
(e, g) > , / = g . Il est clair enfin que e est le plus grand élément et ê le plus petit. 



3.8. Proposition. - - Soient f et g deux pré-sous-groupes. Si le nombre entier 
{fid)~ 2 est premier alors f et g sont comparables. 

Démonstration. Par la prop. 3.5.e) un des nombres dira(H^' 9 f]H g ) ou dim.(H g jf]H 9 ) 
est égal à 1 ; le résultat découle alors des prop. 3.5.c) et 3. 7. a) (conditions (v) et (vii)). 



3.9. Proposition. — Soient f , g des pré-sous-groupes tels que g -< f . 

a) p g Lf = LfPg est le projecteur sur H g fl H? . 

b) On a L g f = (g, f)g , (g, e) = (g, f) (f, e) . 

c) On a dim(Hf) dim(H g ) =ndim(H g n Hf) et dim{H g n Hf)(f,g} 2 = 1 . 
Démonstration, a) résulte du lemme 3.2.b). 

b) On a Lfe = Ofje = (f,e)f. De même L g e = (g,e)g. Comme L g = L g Lf , on en 
déduit que (f,e)L g f = (g,e)g. Comme L g f est colinéaire à g, L g f = (g,f)g. On a 
alors (g, f) (f, e)g = {f, e)L g f = L g e = (g, e)g . 

c) La première assertion se déduit immédiatement du corollaire 1.8. La deuxième de la 
prop. 3.5.e) et de 3.3.d), vu que H f > 9 = H f et H gJ = H g . 



3.10. Lemme. — Soit ip un état sur C(H) tel que L(ip) soit un projecteur. Alors 

V(L(i(;)e L(^)e) = L(i/>)e ® L(ij>)e . 

Démonstration. La restriction de V à S est de la forme x(p , où x est un élément 
positif de S . Posons £ = x x l 2 è . Les restrictions de ip et u;^ à S coïncident, 
donc L(ip) = L(cuç ) ç) . On peut donc supposer que V = • P ar I e lemme 3.1. a), 
L(ip)H = Ht. 

Posons n = L(ip)e ; par le lemme 3.1.b), V(Ç <E> e) G Tt ® H v , d'où n = L{u^^)e G H v . 



3.11. Proposition. — a) Pour un projecteur orthogonal non nul p G S les conditions 
suivantes sont équivalentes (i) p <E> p < S(p) . (ii) ô(p)(l <g> p) = p ® p. (iii) 
ô(p)(p <S> 1) = p®p. (iv) p((v e , pe ) > 0. (v) ip{p)~ l p{u)^ pe ) est un projecteur 
orthogonal. (vi) f = \\pe\\~ 1 pe est un pré-sous-groupe et p = Lf . 
b) Pour un projecteur orthogonal non nul p E S les conditions suivantes sont 
équivalentes. (i) p®p < ô(p) . (ii) ô(p)(l<g>p) = p<S>p ■ (iii) 8(p)(p®l) = p<S>p ■ (iv) 
L(u>ê, p ê) > 0. (v) (pip) -1 L{uê,pë) est un projecteur orthogonal, (vi) f = \\pê\\~ 1 pê 
est un pré-sous-groupe et p = pf . 



Démonstration. Montrons a). Remplaçant V par HV*H , on en déduit b). 

(i) =>- (vi). On a (p <g>p)V(pe ®pe) = (p<g>p)ô(p)(l <S>p)(e (g) e) = pe®pe , d'où il ressort, 
comme ||V(pe <8>pe)|| = \\pe ® pe\\ que F(pe <g> pé) = pe ® pe . Par ailleurs pe 7^ , 
puisque e est séparateur pour S . Il s'ensuit que f = l/\\pe\\pe est un pré-sous-groupe. 
On a Lf(e) = (f, e)f = pe , donc Lf=p. 

(vi)=^(v). Si p = L f , p(u) e , P e) = (e, f)p(u e j) = (e, /) 2 p/ par la prop. 3.7.a), condition 
(vi). 

(v)=^(iv) est clair. 

(iv)=^(ii). Si (iv) est vérifiée, il existe une forme positive V telle que p = L{^i) (prop. 
1.4). Comme p 7^ , -0(1) 7^ ; or £ : 1— > cu(l) est un caractère sur S 1 ; donc 

V'(l) = £ (p) = 1 • P &r le lemme 3.10, (<5(p)(l <8> p)(e (g) e) = V (pe ® pe) = pe ® pe , d'où 

(ii) , vu que e <g> e est séparateur pour S ® S . 

Il est clair que (ii) implique (i). 

En changeant V en (U <g) 1)V*(U <g> 1) , on change 5 en a o ô . De (i) -<=>- (ii), on 
déduit que (i) -<=>- (iii). 



3.12. Corollaire. — Soient p e S et q G S des projecteurs tels que pê 7^ 0, qe 7^ 
, pq = qp et r(pq) = 1/n. Alors \\pe\\~ 1 pe = \\qê\\~ 1 qê ; c'est un pré-sous- groupe f 
et l 'on a p = Lf et q = pf . 

Démonstration. Comme 6>ê,ê est central dans S , on a pê = ê ; de même, qe = e . 
On a alors (pe,qê) = (e,pqê) = (qe,pê) = n -1 / 2 . Or ||pe|| 2 = r(p) et ||gê|| 2 = r(q) ; 
donc ||pe||||çê|| = n -1 / 2 . Donc pe et çê sont (positivement) proportionnels. Alors 
p = n 1 / 2 L(o;ê,pe) est proportionnel à L{ujê, q ê) , d'où l'on déduit que q est de la forme 
Pf (prop. 3.11.b), condition (iv)). Comme Lfe est proportionnel à / , on en déduit 
que p = Lf . 



3.13. Proposition. — a) Soit ip un état sur C(H) . Il existe des pré-sous-groupes f, g 

tels que {ÇeW, L(V>)£ = £} = & et ReW, p(^ = Ç } = H g . 

b) Soit K un sous-espace non nul de H . Il existe des pré-sous-groupes f,g tels que 

UeW, K(C®0 = C®£, V(eK} = Hf et {Çeïï, V(Ç®Ç) = Ç®Ç, V(eK} = H g . 

Démonstration, a) Notons C = {x G S , p(uj e ^ xe ) > 0}. Par la prop. 1.4. a), 
(1 + L(ip)) k 2~ k G C, donc sa limite, qui est le projecteur orthogonal p sur {£ G 
H, L(ip)£ = £} aussi. L'assertion sur / résulte alors de la prop. 3. 11. a) (condition 
(iv)). L'assertion sur g s'en déduit en remplaçant V par EF*E. 

b) Il suffît d'appliquer a) à l'état ip = /c -1 J2i ^ùXi ou { Ci 7 * = 1) & } est une base 
orthonormale de K . 



3.14. Corollaire. — L'ensemble des pré-sous-groupes ordonné par -< est un treillis. 
Plus précisément, étant donné des pré-sous-groupes f et f , il existe des pré-sous- 
groupes g et g' tels que H f n H f ' = H 9 et Hf n Hf> = H g > . 

Démonstration. Appliquons la proposition 3.13.b) à K = Cf + Cf . Soient g, g' des 
pré-sous-groupes tels que H T fl H J = H 9 et Hf fl Hf = H g > ; il est clair qu'alors 
g = inf (/, f ) et g' = sup(/, /') . 

■ 

Rappelons qu'une représentation de V dans un espace hilbertien K est donnée par un 
unitaire X G C(K (g) H) tel que Xi 2 Xi 3 ï/ 2 3 = ^23^12 G C(K (g) H (g) H). Comme toute 
représentation est un sous-multiple de la régulière, on a évidemment : 

3.15. Corollaire. — Soient X G C(K ®H) une représentation de V et £ G K . Il 
existe un pré-sous-groupe f tel que {n G H , X(Ç (g) 77) = (£ ® î/")} = -H^ • 



3.16. Proposition. — Soit V " n état de £(7i) . 

a) Les ensembles des valeurs propres de module 1 de L(ip) et de p(ip) sont des sous- 
groupes de U(l) ; en particulier les valeurs propres de module 1 de L(ip) et de p(tp) 
sont des racines de l'unité. 

b) Il existe des pré-sous-groupes f et g tels que l'espace engendré par les vecteurs 
propres de L(ip) (resp. p(ip) ) associés aux valeurs propres de module 1 soit H* (resp. 
H 9 ). 

Démonstration. Il suffit d'établir les énoncés relatifs à L(ip) ; les énoncés relatifs à p{ip) 
s'en déduisent en remplaçant V par EF*E. 

a) La restriction de ip à S coïncide avec celle d'un état vectoriel cuç^ . Un nombre 
complexe À de module 1 est valeur propre de L(ip) si et seulement s'il existe £ G H 
non nul tel que V(Ç <E> £) = À(C ® • Soit G l'ensemble des valeurs propres de module 
1 de L(ip) . Si À, A' G G , il existe £ et rj non- nuls avec V(( ® £) = A'(Ç <8> et 
V((®v) = H(®v) ; on a alors ^^(C ®£ <8> rj) = XX' (Ç <8> £ <E> rj) donc AA' est valeur 
propre de {ip ®id® id)(V\2Vi$) donc de L(ip) <8> 1 qui lui est conjugué. De plus 1 est 
valeur propre de vecteur propre associé ê . Comme G est un sous-semi- groupe compact 
(fini) de U(l) , c'est un sous-groupe. 

b) Soit ifj' l'état de C(Tt) tel que L(ip') = L(if;) k où k est l'ordre du groupe 
cyclique G . L'espace engendré par les vecteurs propres de L(tfj) associés aux valeurs 
propres de module 1 est l'espace propre de L(ip') pour la valeur propre 1 ; il résulte de 
la proposition 3. 13. a) qu'il est de la forme H? . 
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4. Pré-sous-groupes et sous-algèbres coïdéales. 

Dans ce paragraphe, nous allons établir une correspondance naturelle entre les pré-sous- 
groupes de V et les sous-algèbres coïdéales (cf. e.g. [17]) de la C*-algèbre de Hopf 
associée S . Nous donnons ensuite dans notre cadre une démonstration très simple de 
résultats de [16], ainsi que d'autres résultats analogues. 

Commençons par rappeler la définition des sous-algèbres coïdéales dans une algèbre de 
Hopf. 

4.1. Définition. - ([17]) Soit (A,ô) une algèbre de Hopf unifère. Une sous-algèbre 
B de A contenant l'unité est dite coïdéale à droite (resp. à gauche) si S(B) C B ® A 
(resp. ô(B) C A®B). 

Revenons à présent aux algèbres de Hopf associées à notre unitaire multiplicatif V de 
multiplicité 1 . Si / est un pré-sous-groupe on pose Rf = ULfU et À/ = UpfU . 
Posons aussi Gf = {xES,xeE Hf}, Df = {x G S , xe E UHf}, Df = {x G 
S , xê G Hf } et G f = {x E S , xê G UHf}. 

4.2. Proposition. — Soit f un pré-sous-groupe. 

a) On a G f = {L(u u )* , £ E H} = {x G S , [x, p f ] = 0} = {x E S , 6(x)(l®L f ) = 
x <g> Lf} . C'est une sous-algèbre coïdéale à gauche de S , stable par Vinvolution. 

b) On a D f = {L(u M ), Ç G H} = {x G S, [x,X f ] = 0} = {x G S, 6(x)(L f ®l) = 
Lf <g> x} . C'est une sous-algèbre coïdéale à droite de S , stable par Vinvolution. 

c) On a D f = {p(uJ fÂ ) , f G H} = {x G S, [x,L f ] = 0} = {x G S, 8(x)(p f <8> 1) = 
Pf <E> x } . C'est une sous-algèbre coïdéale à droite de S , stable par Vinvolution. 

d) On a G f = {p(uj u )*, £ G H} = {x G S, [x, R f ] = } = { x G S, 8(x)(l®p f ) = 
x ® pf} . C'est une sous-algèbre coïdéale à gauche de S , stable par Vinvolution. 

Démonstration, a) Par le lemme 3.2.b), on a {L(u>çj)* , £ G H } C { x G S , [x,pf] = 
} . Si xpf = pfX , on a xe = xpfe G Hf , donc x G G / . Soit x G G / . Alors, par 1.3, 

k(x) = n 1/2 L(u ë ,uxe) , donc x = n 1/2 L(u Uxe , ê )* ; or L(uuxe,ê)* = {^ê,Uxe <g> id)(V*) = 
(u ê ,u Pf xe ® id)(V*) = (w ê ,t/xe ® id) (V* (A/ <g> 1)) = (w ê ,c/xe <8> id)((A/ (g) 1)V*) = 
L(u}uxe,x f ê)* • Or A/ê est proportionnel à /, donc x G {L(o;^j)*, £ G 7i } . Enfin, 
pour x G S 1 , 5(x)(l ® L/) = x ® Lf -<=>- S(x)(l (g) Lf)(e <E> e) = <8> L/e •<=>- 
V(xe <8> /) = xe® f •<=>- xe G if/ . 

Il est clair que G/ = {x G S , [x, pf] = 0} est une sous-algèbre involutive unitale de 
5. Si x G Gf, on a 5(x)(e ® e) = V(x <8> l)(e (g> e) G V(Hf ® iï/) C H ® Hf) parle 
lemme 3.1 ; donc G S® G/ . 

b), c) et d) se déduisent de a) en remplaçant successivement V par (U <S> 1)V*(U <S> 1) , 
£V*£ et F. 



Notons que G f = n{Df) = JD f J et G f = k(D f) = JDfJ . 



4.3. Proposition. — a) L'application f i-> Df (resp. f ^ Gf ) est une bijection entre 
pré-sous-groupes et sous-algèbres coïdéales à droite (resp à gauche) de l'algèbre de Hopf 
S . L'application f i— > Df (resp. f h- > G/ j est une bijection entre pré-sous-groupes et 
sous-algèbres coïdéales à droite (resp à gauche) de l'algèbre de Hopf S . 

b) Toute sous-algèbre coïdéale (à gauche ou à droite) de S est stable par l'involution 
de S. 

Démonstration, a) Soit B une sous-algèbre coïdéale à droite de S . Posons H = Be . 
Par hypothèse, pour x G B et £ G 7i , on a V(xe <E> £) = ô(x)(e ® £) G iï" ®H . Donc 
® H) = H ®H. Notons p le projecteur sur H . Le projecteur p (g) 1 commute à 
F , donc p G f/ST/ . De plus, pour x, y G S , on a F* (xe (g) ye) = (xe ® e) E H ®H. 
Donc H ®H C. V(H <g> 7i) , donc p®p< V(p <g> 1) V"* . Il résulte alors de la prop. 3.11 
(appliquée à F), qu'il existe un pré-sous-groupe / tel que p = À/ , donc B = Df . 

Si S est une sous-algèbre coïdéale à gauche, k(B) est une sous-algèbre coïdéale à 
droite ; l'assertion resp. s'en déduit. Les autres assertions s'en déduisent en remplaçant 
7 par F. 

b) se déduit immédiatement de a) et de la prop. 4.2. 

■ 

Comme e est un vecteur totalisateur et séparateur pour 5,ona dim Df = dimUHf = 
dira H f = dim G/ ; comme ê est un vecteur totalisateur et séparateur pour 5, on a 
dimDf = dimHf = dimUHf = dimG/ . O n en déduit alors à l'aide de la prop. 3.3.d) : 

4.4. Corollaire. — (Théorème de Lagrange, cf. [18, 16]) La dimension de toute sous- 
algèbre coïdéale divise la dimension de S . 



4.5. Proposition. — Soient f et g des pré-sous-groupes. L'espace vectoriel engendré 
par {xy , x G Df , y G G g } est une sous-algèbre involutive de C(H) . 

Démonstration. On a 

P(vn,g)* L (vf,t) = ® id ® uJ g , v )(V2 3 V 12 ) = (u f ,t ®id(g) w ffi „) (V^V^V^) 

i 

où on a posé V*(t; ® 77) = & <g) r\i , d'où le résultat. 

■ 

On note Bf j9 la sous-algèbre définie dans la proposition 4.5. Remplaçant V par V 
on en déduit que l'espace vectoriel engendré par {xy , x G UD g U , y E Gf} est une 
sous-algèbre involutive de £(7i) , notée A ff j . 

Remarque. - On peut donner la généralisation suivante à la prop. 4.5 : soit A une 
C*-algèbre munie d'une coaction Sa '■ A — > A ® S 1 de S 1 . Alors, avec les notations 
de [1], le sous-espace vectoriel de A>iS engendré par {6(x)ir(a) , a G A, x G G g } 
est une sous-algèbre involutive de A*\S . En effet, pour a E A et Ç 6 , on a 



7i L (a)(l®p(u^g)*) = (id®id®u gÂ )(8 A (a) 12 V 2 * 3 ) = (id®id®u g> ç)(V£ i (id®ô)oô A (a)) = 
(id (g) id (g) w s ^)(V a 2 *3(5a <E> id) o 5^(a)) = ^(id (g) id ® ^g, Si ^)(^23^( a i)i2) ou l' on a P os é 

i 

i 

Remarquons que, comme Df est une sous-algèbre coïdéale à droite de S , le coproduit 
de S définit par restriction une coaction de S dans Df ; la prop. 4.5 est donc un cas 
particulier du résultat ci-dessus. 

4.6. Lemme. — On a : dimS/ )S = dira H f dira H 9 = dim A g j . 

Démonstration. L'application \x : x £g> y h- > est une application linéaire bijective de 
S ® S sur £(7Y) , d'où la première assertion, vu que Bf ;9 = n(Df ® G g ) . 

La deuxième assertion en résulte en remplaçant V par V . 

m 

4.7. Lemme. — Soit f un pré-sous-groupe. Le commutant de Gf (resp. Df, Df, Gf) 
est UA f , ê U (resp. UB êJ U , A eJ , UB f , e U ). 

Démonstration. Par le lemme 3.2.b), ces deux algèbres commutent. Par ailleurs Gf = 
{x E S, [x,p f ] = 0}D (USUynD'f = (UA fiê U)' . Donc G f = (UA fiê U)' ; le lemme 
résulte du théorème du bicommutant. 

On en déduit les assertions « resp. » en remplaçant successivement V par (U®1)V*(U® 
1), £F*£ et V. 

m 

On peut immédiatement généraliser ce lemme : 

4.8. Proposition. — Soient f et g des pré-sous-groupes. Le commutant de Bf j9 
(resp. A f , g )est UB gJ U (resp. UA gJ U). 

Démonstration. On a B'f = D'f\~\G' g = U(Bgj nB gje )U . L'application \x : x <8> y i— > xy 
est une application linéaire bijective de S <8> S sur C(H) ; donc Bgj H B g e = 
n((D g <S> S) fl (S ® Gf)) = B g j. L'assertion «resp.» en résulte en remplaçant V 
par V . 

m 

Le lemme 4.7 nous permet de donner, dans notre cadre, une démonstration immédiate 
de la généralisation par Masuoka du théorème de Nichols-Zoeller (cf. [18, 16]). 

4.9. Théorème. - - Soit B une sous-algèbre coïdéale (à gauche ou à droite) de S . 
Alors S est un B -module (à gauche) libre. 

Remarquons que, grâce à l'involution, on en déduit immédiatement que S est un B- 
module à droite libre. 

Démonstration. L'application x t— > xe est un isomorphisme de S-modules entre S et 
H . Le théorème se déduit facilement du lemme 4.7 et du lemme élémentaire suivant. 



4.10. Lemme. — Soient H un espace hilbertien de dimension ûnie et A une sous- 
algèbre involutive unitale de C(H) . Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) Il existe k G N — {0} tel que H k soit un A-module libre. 

(ii) dim A dim A' = (dim H) 2 . 

Dans ce cas, H est un A module libre si et seulement si dim A divise dim H . 

Démonstration. Ecrivons A = M n% (C) . Pour iEl notons la multiplicité de la 

iei 

représentation correspondante. On a alors dim H = n^i , dim A = n\ , dim A' = 

i i 

rf . Par Cauchy-Schwartz, dim A dim A' > (dimiï") 2 avec égalité si et seulement s'il 

i 

existe À G R tel que, pour tout i , r j = Xni . Remarquons que H k est un A module 
libre si et seulement s'il existe £ G N tel que, pour tout i G / , kri = £ni . La première 
assertion en résulte. 

Dans ce cas, H lui même est libre sur A , si et seulement si À = r^/nj est entier. Or 
dim H = n^i = À nf = À dim A . 

i i B 

Le théorème résulte immédiatement des lemmes 4.7 et 4.10 (en utilisant le lemme 4.6 et 
la prop. 3.3.d). 

■ 

4.11. Corollaire. — Soient f et g des pré-sous-groupes tels que f -< g . Alors Df 
est un D g module libre. 

Démonstration. En effet, par le théorème 4.9, Tt est isomorphe D k en tant que Df- 
module, donc en tant que -Démodule. Donc D k est un Démodule libre. Le corollaire 
résulte alors de la prop. 3.9.c). 

■ 

4.12. Corollaire. — Soient f , /' , g et g' des pré-sous-groupes, tels que f -< f et 
g' -< g . Alors Bf y9 est un Bf> ^-module libre. 

Démonstration. Notons k = dim£?/ )S / dimS/' i£ , = dimDf/ dimDft . Par le corollaire 
4.11, il existe x\...,Xk tels que Df soit engendré par les Xi en tant que Df module. 
Alors Bf t g est engendré par les Xi en tant que S// jg -module. Par un argument de 
dimension, il en résulte que Bf g est un Sj-/ )S -module libre. Remplaçant V par EF*E, 
on en déduit que Bf t9 est un £?// )S /-module libre, d'où le résultat. 

■ 

En particulier, C{TL) = Bg je est un S/ )9 -module libre. Donc, 7i k est un S/ )g -module 
libre, pour tout k G N tel que la dimension de Bf j9 divise kn ( 2 ). Il s'ensuit que 
H est un S/j-module libre de rang 1. Ce résultat est analogue à [16]. On peut en fait 
donner ici une démonstration très simple de [16]. Par le lemme 3.2.b), les algèbres Gf 
et Df commutent. 



( 2 ) Ce résultat se déduit directement des lemmes 4.7 et 4.10. Notons qu'on peut aussi en 
déduire une autre démonstration du corollaire 4.12 (analogue à celle de 4.11). 



4.13. Proposition. — cf. [16] th. 3.1) Le G f<S>D f -module H est isomorphe à Gf®D f . 

Démonstration. Par la prop. 1.7. a), la représentation ir : Gf®Df — > £(H) a même trace 
normalisée que la représentation naturelle n' : G / (g) D f — > C(H ® H) . Par le théorème 
4.9, celle-ci coïncide avec la trace normalisée de l'action de Gf®Df dans lui même. Or 
par la prop. 3.3.d), H et Gf®Df ont même dimension. 



5. Sous-groupes, co-sous-groupes et sous-quotients. 

5.1. Définition. — Un pré-sous-groupe f est appelé sous- groupe (resp. co- sous- groupe) 
si Lf (resp. pf ) est dans le centre de S (resp. S ) ; il est appelé sous-groupe normal 
s'il est à la fois un sous-groupe et un co-sous-groupe. On appelle sous-quotient de V un 
sous-espace non nul H de H tel que V(H ® H) = H <g> H . 

Par la prop. 3.11, un sous-groupe est donc donné par un projecteur central p <E S tel 
que p®p< ô(p) . Remarquons que par la proposition 3.3.c), on a alors k(p) = p ; on 
en déduit que notre notion de sous-groupe coïncide avec celle de [12]. 

5.2. Proposition. — Soit H un sous-quotient. 

a) Il existe un unique pré-sous-groupe f G H et un unique pré-sous-groupe f G H tels 
que H C H* et H C Hf . 

b) On a H = Hfr\Hf. 

Démonstration, a) L'unitaire V restreint à H® H est multiplicatif et il admet donc un 
vecteur fixe i. e. un vecteur / G H , non nul tel que V(f <g>Ç) = / <E> £ pour tout £ G H . 
Comme V(f <S> f) = f <S> f , on peut quitte à multiplier / par un scalaire, supposer 
que / est un pré-sous-groupe. On a clairement H C H? . Si g est un pré-sous-groupe 
vérifiant la même propriété on a / -< g et g -< f donc f = g (3.7.b). L'existence et 
l'unicité de / se démontrent de façon analogue. 

b) Il est clair que H C H f D Hj . Or d'après la prop. 3.9.c), on a dim(ii" / nHf)(f, f) 2 = 
1 ; comme l'unitaire V restreint à H est multiplicatif et que l'espace des vecteurs fixes 
est réduit à Cf , on a dira(H)(fJ) 2 = 1 (cf. 1.2). 



5.3. Proposition. - - Soient f, f des pré-sous-groupes tels que f -< / ; posons 
H = H H j . Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) H est un sous-quotient, (h) V(H ® H f ) = H ® H f . (ni) V(Hi <g>H) = Hj (g) H . 
(iv) V(H^ ® Hf) = Hf ® Hf . (v) V(f ® /) G Hf ® Hf . (vi) UH = H . 

Démonstration. Si (ii) est vrai, comme V(H <g> H) C V(Hf <S> Hf) C H <8> Hf , (lemme 
3.1.b), on a V(H ® H) a (H ® H f) C\ H ® Hf = H ® H . Donc (ii)=>-(i). 

Si (iv) est vrai, comme V{Hf ® H) C V(Hf <g> H A C H® Hf, (lemme 3.1.b), on a 
V(Hf ®H) C(H® Hf) n if; ®Hf = Hf®H . Donc (iv)^(iii). 

En remplaçant F par EF*E, on en déduit que (iv)=^(ii) et (iii)=^(i) . 



Supposons que (v) soit vérifiée. Alors V(pt ® L/)(ê ® e) G Hf <8> . Comme ê (g) e 
est séparateur pour S <g> S 1 , il en résulte que (p^ ® Lf)V{pf <g> L/) = V^(p ? ® L/) . Donc 
(v)^(iv). 

Montrons que (vi)=^(v). Par le lemme 3.1.b), on a F(/ <g> f) EH® Hf et V"(/ <8> /) G 
7i ® , d'où l'on déduit que V(f <g> f) G {7if^ <E> iïy . Comme de plus F commute 
avec \ f ~ ®R f , on a V(f <g> /) G n f/if') <g> L/i^ n tf; . 

Supposons que (vi) est vérifiée. Comme RfPfRf est l'identité sur H (rappelons 
que Rf = ULfU), on a RfPfRf > £/P* ; or r(Rf p fRf) = T (Rf) r (p f) (prop. 1.8 
appliquée à V) ; il vient £/Pj = -R/P/ > donc UH^DHf = H ; donc V(f®f) G H®H . 

Supposons enfin que (i) est vérifiée. En appliquant 1.3 à la restriction de V à 
H <g H , on voit que pour £ G # on a (id (g) w / - / )(El/)£ = (dimiï" _1 / 2 )£ . D'autre 

part, (idOo^XEV) = {eJ)-^êJ)-\id®w Xf(ê) ' R/e )(i:V) = (e, /^(e, /J-^id® 

u;ê,e)(Sy)Àj = (e, f)~ 1 (ê, f)~ 1 (e, ê)Rf\f . Donc -R/Aj? agit comme l'identité sur iï". 
Donc (i)=^(vi). 

■ 

Soit = if^ fi i/j un sous-quotient. Remarquons que, (^y / ® id)(EV) = 

(e,/)- 1 (ê,/)- 1 (o; iî/e , A/ê ®id)(Ey) = (e,/)- 1 (ê,/)- 1 K, ê ®id)(( J R / ®l)Ey(A / ®l)) = 

(e, /^(e, /)" Ve.ê <E> id)((l ® A ; )EF(1 ® i?/)) = (e, /^(e, /^(e, ê)A / t/i? / par 1.3. 
On déduit alors de 1.3 que l'opérateur «Î7» associé à la restriction de V à H est la 
restriction de U à H . 

5.4. Corollaire. - - Soient f et g des pré-sous-groupes tels que f -< g et 
(/, g) = 2 -1 / 2 . Alors Hf n iï 9 est un sous-quotient. 

Démonstration. On a Uf = f et Ug = g , donc Ï7 (i// fl if 3 ) = iï/ fl H 9 , vu que cet 
espace est de dimension 2. Le résultat découle de la prop. 5.3. 

■ 

5.5. Corollaire. — Soient H un sous-quotient, /, / G H les pré-sous-groupes tels 
que H = Hfr\H f . 

a) Si ê G H on a f = ê , H f = H et V(H ®H)=H®H .Le projecteur q sur H 
est dans le centre de S . 

b) Si e E H on a f = e , Hf = H et V(H ®H) = H ®H . Le projecteur sur H est 
dans le centre de S . 

Démonstration, a) L'égalité / = ê résulte de l'unicité de / ; comme — 7~L •> on a 
H? — H et l'égalité V(H<S>H) =H®H (équivalente à q E S' ) résulte de 5.3. Comme 
q = Lf , q E S ; donc q G S fl S' . 

b) se déduit de a) en remplaçant V par EF*E. 

■ 

5.6. Corollaire. Pour un pré-sous-groupe f les propriétés suivantes sont 
équivalentes. 

(i) f est un co-sous-groupe. 



(ii) V(H f ®H)=H f ®H. 
(ni) V(H f ® H f ) = H f ®H f . 

(iv) a(ô(Lf)) = S(Lf) . 

(v) UH f = H f . 

(vi) D f = G f . 

Démonstration. Comme la transformée de Fourier de pf est proportionnelle à Lf , 
l'équivalence entre (i) et (iv) résulte de la prop. 1.5. (i) •<=>- (ii) est claire. Enfin 
(ii) •<=>- (iii) résulte immédiatement de la prop. 5.3. Si (v) est satisfaite, pf = À/ , 
donc (v)=>(i) ; par la prop. 5.3, tout sous-quotient est invariant par U donc (ii)=^(v). 
Enfin (v) •<=>- (vi) résulte des définitions de Gf et Df . 

m 

En particulier (prop. 3.11), les co-sous-groupes de V sont donnés par les projecteurs 
p G S tels que a(8(p)) = 8(p) > p (g) p . On retrouve la notion de 'factor group' de 
[12]. Donc un sous-groupe normal est donné par un projecteur central p £ S tel que 
a(8(p)) = 8{p) > p®p . Cette notion coïncide donc avec celle de [12]. 

On a aussi évidemment un analogue du corollaire 5.6 pour les sous-groupes. 

5.7. Proposition. — La borne supérieure et la borne inférieure de deux sous-groupes 
(resp. co-sous-groupes) est un sous-groupe (resp. co-sous-groupe) . 

Démonstration. Soient f et g deux sous-groupes (resp. co-sous-groupes). Notons h 
leur borne inférieure. Notons A le centre de S (resp. A = {x G S , ô(x) = a(ô(x)) }). 
Par hypothèse, Lf G A et L g G A , donc le projecteur orthogonal sur H h — n H 9 
est un élément de A, donc h est un sous- groupe (resp. un co-sous-groupe). Quand on 
change V en EF*E, les pré-sous-groupes ne changent pas, l'ordre est changé en son 
opposé, les sous-groupes deviennent des co-sous-groupes et vice-versa, d'où la deuxième 
assertion. 

■ 

Normalisateur d'un pré-sous-groupe. 

Soit / un pré-sous-groupe. 

5.8. Lemme. — Pour £ G H? et Ç G H , on a V (f <g> Ç) G H ® H f V(£ ® Ç) E 
Hf®H. 

Démonstration. Par la prop. 3. 11. a), on a (Lf <g> l)V(Lf ® 1) = (1 ® Lf)V(Lf ® 1) = 
(Lf®L f )V. Donc (L f ® 1)V(Ç ® C) = V(Ç ® C) ^ (1 ® L f )V^ ® Q = V(Ç ® C) • 



5.9. Proposition. — Soit f un pré-sous-groupe. Posons H = {£ G H f , V(£® 12^) C 
H ® Jf / } . 

a) On a V(H ® H) = H ® H , autrement dit H est un sous-quotient. 

b) H est le plus grand sous-quotient de vecteur fixe f i.e. tel que f G H C Hf . 

c) L'ensemble K = { £ G Hf , V*(Hf (g) £) C iï/ <E> 7i } est le pius grand sous-quotient 
de vecteur cofixe f i.e. tel que f G K C if/ 



Démonstration, a) On a V(H ® H?) <ZH® H? par définition de H . On déduit alors 
du lemme 5.8 que V(H ® H f ) G H f ®H. 

Pour £, C G if et «6^, ^(V^ ® C) ® «) = ^12^13^23^ ® C ® «) e H® H® H ! , 
donc F(^®C) e 

Pour et a,(£Hf, V 12 V 13 {Ç®a®() = V 23 V 12 (Ç®V*(a®()) G car 

V*(H f ®H f ) C H f (g)H (lemme 3.1.b) ; il résulte du lemme 5.8 que V(£®C)e#®^- 

b) Si est un autre tel sous-quotient, on a ^(iii <8>Hf) = Hi ®H? , (prop. 5.3) donc 
H\ C H . 

c) se déduit de a) et b) en remplaçant V par HV*H . 

■ 

Le pré-sous-groupe g vecteur fixe (resp. co-fixe) du plus grand sous-quotient de vecteur 
co-fixe (resp. fixe) / s'appelle le nomalisateur (resp co-normalisateur) de / . 

5.10. Corollaire. — Soit f un pré-sous-groupe. L'ensemble des pré-sous-groupes f 
satisfaisant f ~< f et tels que H j n Hf soit un sous-quotient est stable par borne 
supérieure et par borne inférieure. 

Démonstration. Soit H le plus grand sous-quotient de vecteur cofixe / . L'ensemble, 
ordonné par l'inclusion, des sous-quotients de vecteur cofixe / s'identifie avec l'ensemble 
des sous-groupes de la restriction de V à H <g> H . Le résultat découle alors aisément 
de la prop. 5.7. 



6. Une généralisation du «biproduit croisé». 

Dans ce paragraphe, on fixe un unitaire multiplicatif V de multiplicité 1 dans un 
espace hilbertien H de dimension finie n et deux pré-sous-groupes f et g de V tels 
que (f,g) = n -1 / 2 . Le principal résultat est que les algèbres Afj et B gg introduites 
au paragraphe 4 sont des algèbres de Hopf en dualité (théorème 6.2). Cette construction 
généralise la construction du «biproduit croisé» de [12], [21], [15] (voir aussi [1] et [9]). 

Commençons par quelques propriétés élémentaires vérifiées par le couple (/, g) de pré- 
sous-groupes tels que (/, g) = n~ x l 2 ; certaines d'entre elles nous serviront dans la 
démonstration du théorème 6.2. 

6.1. Proposition. — On a les identités suivantes 

a ) L f L 9 = L 9 L f = 0ê,ê et PfPg = p g pf = # e , e . 

b ) (f,e) = (g,ê) et (f,ê) = {g,e). 

c ) Pf(9) = (9,e)e et L g (f) = (/, ê)ê . 

d ) Pf L gPf = (9,e) 2 Pf et L gPf L g = (f,ê) 2 L g . 

e ) L g Rf = 6>ê,ê et Xfp g = # 6)e . 



Démonstration, a) Posons x = LfL g — 9g ^ = Lf(L g — 6>ê,ê) et y = PfP g — # e ,e • On 
a x*x = L g LfLg - 6>ê,ê et y* y = p 9 PfP 9 - e ,e • De plus t(x*x) = r(LfL g ) - 1/n = 
(L f e, L g e) - 1/n = (e, f) (g, e) (/, g) - 1/n . De même r(y*y) = (ê, f) (g, ê) (/, g) - 1/n . 
Or (e,f){g,e){f,g){ê,f){g,ê){f,g) = 1/n 2 . On en déduit que r(x*x) = r(y*y) = 0, 
d'où a) et (ê, f)(g, ê)(f,g) = 1/n , d'où b). 

c) On a Pf(g) = pfPg(g) et L g (f) = L g Lf(f) . c) découle donc de a). 

d) On a 

PfL g pf = (u gj g (g id 0u f j <g u)fj){V 2 3V 12 V 2 4) 

= (ujg^g (g) id® ojfj g) cu/j) (V12V13 V23V24) 
= (g id (g) eu/,/ (g) W/JXV12V13V34V23) 

= (Ug,g ^ Id ® W/,/)(V A l 2 yi 3 (l ® 1 ® P/)^) • 

Or 

(id <g> id (g u;/,/)(Vi3(l <g 1 g) /o/JVm) = (id ® id <g w/,/)(V"i 3 (l <g 1 g> P/)^23(l <8> 1 ® #/)) 

= (idg)idg)o;/j)(Vi3(lg)lg)^/,/)V23) 
= p f ®p f . 

Donc = (w Sî3 <g> id)(V(p/ (g p/)) = <g> id)0OP/ = e)(u g>e <g> id)(F)p/ . 

La deuxième assertion s'en déduit en remplaçant V par Sy*E . 

e) LgRf est un projecteur plus grand que 6>ê,ê ; par ailleurs L g Rf est proportionnel 
à L g pfL g Rf = LgPfRfLg = Lg9fjL g qui est de rang 1 , d'où l'égalité. La deuxième 
assertion s'en déduit en remplaçant V par V . 

m 

Venons au résultat principal de ce paragraphe : 

6.2. Théorème. — II existe un (et un seul) unitaire multiplicatif W G C(H (g H) de 
multiplicité 1 , pour lequel g est fixe et f coGxe et tel que les C* -algèbres S et S 
associées sont respectivement Afj et B gj9 . 

Nous avons noté qu'un unitaire multiplicatif dans C(7i (g Ti) de multiplicité 1 est 
déterminé par l'espace de ses vecteurs fixes, de ses vecteurs cofixes et les C*-algèbres 5" 
et S associées (cf. prop. 1.10) ; donc si un tel opérateur W existe, il est unique. 

Notons r la trace normalisée de £(H) ■ Le théorème 6.2 résulte de la caractérisation 
des algèbres de Hopf en dualité donnée au paragraphe 2 (théorème 2.8). On a 9fj = 
LfXf G Afj et 9 9} g = LgPg G B gg . De plus, dim A f j = dira B g g = n (lemme 4.6, 
prop. 3.3.d). Nous devons donc montrer : 

- Pour tout a E Afj et tout b G B g ^ g on a r(ab) = r(a)r(6) (prop. 6.4 ci-dessous). 

Il en résulte qu'il existe un unitaire W G C(H (g 7Ï) tel que (ag (g bf, W(cg (g df)) = 
r(a*b*cd) pour tout a,c&Afj et tout b,dEB 9:g . 

- On a, W E B gtg ®£(H) . En vertu de la prop. 4.8, il revient au même de démontrer que, 
pour tout T G R{Dg) , on a [T (g 1, W] = , (prop. 6.7) et que pour tout T G X(G g ) , 
on a [T<g>l,W]=0 (prop. 6.11). 



r\ l—r 



6.3. Lemme. - - Pour tout a G X(Df) , tout x e S et tout b G G g on a 
r(axb) = r(a)r(x)r(b) . 

Démonstration. Considérons les sous-algèbres Di = X(Df) <8> 1 , D 2 = L(S) <g> 1 , D 3 = 
V*(l®p(G g ))V. 

Remarquons que l'espace vectoriel engendré par D\D 2 est Af^ ® 1 et que l'espace 
vectoriel engendré par D 2 D^ est V(Bg jg ® 1)V* ; de plus, D\ et -D3 commutent ; 
donc l'espace engendré par d\d 2 d^ , di G -Dj est une sous-C* -algèbre D de C{TL) <S> S . 
La dimension de D est clairement < n 2 . 

L'application a = id <E> s '■ D — > C(7i) est une représentation. Son image contient 
À/p g = # e) e et S 1 donc tout £(7Y) , vu que e est totalisateur pour S 1 . Pour des raisons 
de dimension, on en déduit que a est un isomorphisme. Comme D est un facteur, les 
traces r (g) r et r o a coïncident. 

On a (r ® r)(oa; <S> 1)V*(1 <g> b)V) = r o a((ax <g> 1)V*(1 ® b)V) = r(axb) . Or r est la 
mesure de Haar de S , donc (id® r)(V*(l <g) 6)V) = r(6)l ; donc r(axb) = r(b)r(ax) = 
T{b)r{a)r{x) (prop. 1.7. a). 



6.4. Proposition. — Pour tout a G Afj et tout b G B gt9 on a r(ab) = r(a)r(6) . 

Démonstration. Pour ai G X(Df) , 02 G L(Gf) , 62 £ L(D g ) , et 63 G p(G g ) , 
on a r(aia 2 62»3) = T(ai)r(a 2 62)T(&3) (lemme 6.3). Or r(a 2 b 2 ) = (e,a 2 b 2 e) = 
(pfe,a 2 b 2 X g e) ; or p/a 2 = a 2 p/ et b 2 X g = X g b 2 (prop. 4.2); enfin p/A 3 = 
6*e )e ; on trouve (pfe,a 2 b 2 X g e) = (e, a 2 e)(e, b 2 e) . On a donc T(aia2&2^3) = 
T(ai)r(a2)r(&2)'?"(&3) = T ( a i a 2)^ ib 2 b^) , d'où la proposition. 



6.5. Lemme. — Pour tout b G B êj9 , on a E Af ê {b) G S . 

Démonstration. Pour a G Af^, x G 5 , b G G s , on a aa; G A/,ê, donc r(axb) = 
r(ax)r(b) (lemme 6.3), donc Ea s ë (xb) = r(b)x . 

m 

Considérons l'opérateur W G £(Tl <S> T~t) donné par (ag <S> bf, W(cg ® df)) = r(a*b*cd) 
pour tout a,c&Afj et tout 6, d G B g g . 

Par le théorème 2.8, il nous reste juste à montrer que W G B g g ® C(H) . 
Nous aurons besoin du lemme suivant : 

6.6. Lemme. — a) On a (p g ® 1)V"(1 <8> X g ) = V(p g ® X g ) . 

b) Pour tout a, /3 e X(D f ) on a [p g R f (g) 1, (/3* <g> l)V(ct <g> À 9 )] = . 

Démonstration, a) On a E(l ® U)V*(p 9 ® l)V(l <g> A ff )(l ® Z7)E = V*(l <g> p g )V{p g <8> 1) = 
S (Pg)(Pg ®l) = p g ® p g (prop. 3.11.b), d'où a). 

b) Par a) p 3 <g) 1 commute avec V(l ® À 3 ) . Les autres commutations sont évidentes. 



6.7. Proposition. — Pour tout T e R(D g ) , on a [T <g 1, W] = . 

Démonstration. Soient x,a G Gf , y E B gg , b G D g , c G G 9 , et a, (3 G X(Df) . On 
a [T, p 5 ] = 0, donc Tag E H g = X(Df)g ; soit cti G X(Df) tel que Tag = ctig . De 
même, il existe un unique f3\ G X(Df) tel que T* /3g = f3\g . On a 

(a;/?g (g) y/, (T (g) l)W(aag (g c6/)) = (x(3ig (g y/, W(aag (g co/)) = r((3{x*y* aacb) 

= r(x*y*acab(3l) . 

De même 

(x/fy <g> y/, W(T <g> l)(aag <g> co/)) = r^Vaca^/T) . 

Remarquons que ab(3i, aib(3* G A/ 5 ê et x*y*ac G -Bê, 9 • On a alors r(x*y*acab(3l) = 
T(zabfii) et r(x*y*acai6/3*) = r(zaiO/3*) , où z = E Af ,(x*y*ac) . Par le lemme 6.5, 
z G S. 

Comme z,b <E S et ai, (3* G À(S') , on a r(/3*^ai6) = {(3ë®z*e, V{ot\ê®be)) ; de même, 
r(Plzab) = ((3 1 ê®z*e, 9(aê®be)) . Or beeUH g et ê = (g,ê)~ 1 Rfg = (g,ê)~ 1 Rfp g g . 

Donc r(/3*2«i6) = (g, ê)" 1 ^ <g> 2*e, (p ffJ R/ <g> <g> 1)9 ® X g )(ê <g> be)) = 

(g, ê)~ 1 (g (g z*e, ((3* (g l)9{a\ (g \ g )(p g Rfë®be)) par le lemme 6.6. Donc r((3*zaib) = 
(g,ê)~ 2 ([3g<3z*e,9(a 1 g(g)be)) . De même, r(^zab) = (g,ê)~ 2 ([3 1 g(g)Z*e,9(ag(3be)) = 
(g, ê)- 2 (T*/3g (g) z*e, 9(ag <g> 6e)) = r(/3*z«i6) , d'où le résultat. 



6.8. Lemme. — Soient ai G X(Df) , a 2 G , b 2 G £(A,) et &i G p(G 3 ) . 

a) On a (aia 2 g ,bib 2 f) = n 1 / 2 (a 2 e, 6iê) (aiê, 6 2 e) . 

b) On a (Ub2bif,a2aig)=n 1 / 2 (Ubiê,a2e)(Ub2e,aiê). 

Démonstration, a) On a ai] = [i? 5 , &i] = et R/R g = 0ê,ê , donc 

(aia 2 #, 6162/) = n 1/2 (bla 2 R g e, a\b 2 Rfe) 
= n 1 / 2 (R g b\a2e,Rfa{b2e) 
= n 1/2 (o*a 2 e,é> ê ,êaïfr2e) 
= n 1/2 (a 2 e, b 1 ê)(a 1 ê, b 2 e) . 

b) On a [p/, a 2 ] = [X g , b 2 ] =0 et PfP 9 = e ,e , donc 

(Ub 2 b 1 f,a 2 a 1 g) = n 1/2 {a* 2 Ubi\fë,Ub*2Uaip g ë) 
= n 1 / 2 (pfa^Ubiê, p g Ub* 2 U a\ë) 
= n 1/2 '■(a%Ub 1 ê,e eje UbîUa 1 ê) 
= n 1 / 2 (Ubiê, a2e) (Ub2e, aiê) . 

m 

Notons Ja : xg 1— > £*g (a; G A/,/) et Jb '■ yf ^ y* f (y G ) les involutions 
canoniques. 



6.9. Proposition. — On a J a Jb = U . 

Démonstration. Soient ai G \(Df) , a 2 G L(Gf) , b 2 G L(D g ) et 61 G p(G g ) . On a : 
(JAJBb 2 bif,a 2 a 1 g) = (J A a 2 a 1 g, J B 6 2 0i/) = (a\alg,b\b* 2 f) = n 1 / 2 (a^e, o*ê) (a*e, 63e) 
par le a) du lemme précédent. Or, (a^e, ft^ê) = (Ja 2 e/Jbiê) = ( J Jb\ê, a 2 e) = 
(Ubiê,a 2 e) ; de même, (a*ê, &*,e) = (Ub 2 e,aiê) . Par le lemme 6.8.b), on a donc 
(JAJBb 2 bif,a 2 a 1 g) = (Ub 2 b 1 f \a 2 a x g) . 

Comme les &2&1/ et les a 2 a±g engendrent 7^ , le résultat en découle immédiatement. 



6.10. Lemme. - - Pour a, x G UAfjU et pour 6, y G -Bc, )S on a : (ag <g> 6/, (1 ® 

<g> t/)(xo <g> y/)) = r(a*6*xy) . 

Démonstration. Posons ai = JaciJa , x\ = JaxJa , &i = J AbJ a et yi = JadJa ■ 

Alors ai,xi G A fJ et 61, yi G B gj9 . On a (ag ® bf, (1 ® U)W*(1 ® U)(xg ® yf)) = 

({J A a ig ® J A hg), (l®U)W*(l®U)(j A x 1 f®J A y 1 g)) = ((J A a l9 ®U J A hf),W*(J A x ig ® 

UJ A yif)) = (W(a* l9 ®b*J), (x* ig ®ytf)) = r{b iai ytx\) = r(J A bay*x*J A ) = r(xya*b*) . 

m 

6.11. Proposition. — Pour tout T e X(G g ) , on a [T <g> 1, W] = . 
Démonstration. Si on remplace V par EF*E , alors les algèbres S et S sont échangées, 
toutes deux avec le coproduit opposé ; les algèbres D g et G g sont échangées, l'algèbre 
Gf est transformée en £>/ et UDfU en UGfU . Donc est inchangée et 
A/j est transformée en UAfjU. Par le lemme 6.10, W est alors transformée en 
(1®U)W*(1®U) . 

La prop. 6.7 montre que 

[(1 <g> (1 <g> t/), ® 1)] = . 

■ 

6°.i£. Remarque. — On peut donner une formule explicite pour l'unitaire multiplicatif 
W : notons T : H <S> H — > H l'application donnée par T(£ (g) 77) = aR g pfi], où 
a G est tel que aê = (/, ê}~ 1 Rf^ . On vérifie que T*T = R f ® Pf , donc T* est 

isométrique. On a 

W = n{T® T)(l <g> # g <g> A g <g> 1)^13^23^23^24^* (g) T*) . 

6.13. Proposition. — a) e est un pré-sous-groupe de W ; on a {uj e ,e ® id)(W) = À/ 
et (id ® u; e , e )(W) = p g . La sous-algèbre coïdéale à gauche (resp. à droite) de l'algèbre 
de Hopf Afj (resp. B g ^ g ) associé est UDfU (resp. G g ). 

b) ê est un pré-sous-groupe de W ; on a (ug t i<Siîd)(W) = Lf et (id® iVê,ê)(W) = L g . 
La sous-algèbre coïdéale à droite (resp. à gauche) de l'algèbre de Hopf Afj (resp. B g>g ) 
associé est Gf (resp. D g ). 

c) Le pré-sous-groupe e de W est un sous-groupe (resp. un co-cous-groupe) si et 
seulement si f (resp. g ) est un co-sous-groupe de V ; le pré-sous-groupe ê de W 
est un sous-groupe (resp. un co-cous-groupe) si et seulement si f (resp. g ) est un 
sous-groupe de V . 



Démonstration, a) Comme e est proportionnel à Xfg et p g f , Xf E Afj et p g G , 
la première assertion résulte du corollaire 3.12. Notons les coïdéaux relatifs à W avec 
un exposant W . On a = {x G A/j, [x, (id <g> cu e , e )(W)] = 0} D UD f U , vu que 
(id <g> w e e )(W / ) = P g • Comme dim = (g, e)~ 2 = dim Df , on a l'égalité. De même 

5f = 4- 

L'assertion b) se démontre de façon analogue. 

c) e est un sous-groupe de W si et seulement si U(u eje <g>id)(W)U = (oj e ,e <8>id)(W) ; 
par a), cela a lieu si et seulement si / est un co-sous-groupe de V . Les autres assertions 
se montrent de façon analogue. 

■ 

6.I4. Remarque. — On déduit de la prop. 6.13 que l'algèbre À^ e associée à l'unitaire 
multiplicatif VF et à son pré-sous-groupe e est USU . De même, l'algèbre B^ ê est 
S. 

La construction ci dessus associe à un triplet (V, /, g) consistant en un unitaire 
multiplicatif V et deux pré-sous-groupes / et g le plus éloignés possible, un unitaire 
multiplicatif W . Si on applique à nouveau cette construction au triplet (W, e, ê) , on 
obtient donc V . 

Si dans la construction de l'unitaire multiplicatif W on échange les rôles de / et g , on 
obtient un unitaire multiplicatif W , de vecteur fixe / , cofixe g , les algèbres S et S 
associées étant A g>g et Bfj . Or A gt9 = JB gj9 J et Bfj = JAfjJ ; donc l'unitaire 
multiplicatif associé est (J <g> J)SW*E(J® J) = (JJ B <g> JJ B )W(J B J ~ <£> JbJ) , qui est 
équivalent à W . 

Si on part de (W, ê, e) , on obtient donc l'unitaire V = (J B J ® JbJ)V(JJb ® 
équivalent à F . 

Plus généralement, soient f,f,g,g des pré-sous-groupes tels que / -< / , g -< g et 
(/) 9} = (<7> /) = "- _1 ^ 2 • Notons W l'unitaire multiplicatif associé à (V, /, (7) . On vérifie 
alors que : 

- / et g sont des pré-sous-groupes de W . 

- Les unitaires multiplicatifs construits à partir de (V, /, g) et (W, /, p 1 ) coïncident. 

On en déduit alors que f et g sont des pré-sous-groupes de l'unitaire multiplicatif 
W construit à partir de (V, /, g) et que l'unitaire multiplicatif construit à partir de 
(W' : /, g) est conjugué à W . 

7. Liens avec les sous- facteurs. 

7.1. — Inclusions de profondeur 2. 

Soit N C M une inclusion irréductible de profondeur 2 d'indice fini de facteurs de von 
Neumann de type IIi . 

- Notons N C M C M\ C M 2 . . . la tour de Jones de l'inclusion N C M . 

- Posons S = Mi n N' et S = M 2 n M' contenues dans M 2 n N' qui est isomorphe 



à un C(H) (par définition de la profondeur 2). 

- Notons q G M\ fl N' le projecteur de Jones de l'inclusion N C M et p G M 2 D M' 
le projecteur de Jones de l'inclusion M C M\ . Ce sont des projecteurs minimaux de 
M 2 fl N' = C(H) . Choisissons e, ê G H de norme 1 tels que pê = ê , qe = e et 
(e, e) G R+ . 

Notons t la trace normalisée de M 2 . Remarquons que, pour x G S, on a 
E Ml (x) G Mi H M' = Cl ; donc E Ml (x) = r(x) . Donc, pour x G S et y G M\ 
on a r(xy) = r(x)r(y) . 

Notons alors V G C(H <S> Ti.) l'unitaire tel que, pour a,x G S et b,y <E S on ait 
(xe ® yê, F(ae ® 6ê)) = r(x*y*ab) . 

Notons aussi W G £(7Y <8> L 2 (Mi)) tel que, pour a,x G S et 6, y G Mi on ait 
(xe (g) y£ T , W(ae ® &£ T )) = r(x*y*ab) . C'est l'image de F par la suite des inclusions 
C(H) ® C ® M 2 c £(W ® L 2 (Mi)) . 

Il est clair que W commute à 1 <S> b pour tout b G M , d'où l'on déduit que 
VF G £(7~0 ® S 1 . Par le théorème 2.8 (en utilisant le lemme 2.2.c), on en déduit que 
S et S sont des algèbres de Hopf en dualité. De plus, pour x,y G M on a 
W*(l ® xqy)W = (1 (g) x)W*(l ® g)W(l ® y) G 5 ® M x . On en déduit que l'application 
z i-^ W*(l <S> z)W est une coaction (à gauche) de S dans M\ dont l'algèbre des points 
fixes est M . 

On retrouve ainsi un résultat d'Ocneanu ; voir [2, 20] pour d'autres démonstrations (dans 
le cadre des inclusions d'indice fini) et [14, 6] (dans un cadre plus général). 

7.2. — Pré-sous-groupes et facteurs intermédiaires. 

Conservons les notations ci-dessus. Soit / un pré-sous-groupe de V . Posons Mf = { x G 
Mi , [x, L f ] = } . C'est un sous-facteur de Mi contenant M et D f C S = M x n N' . 
On en déduit que [Mf : M] > dimDf . Par ailleurs, comme Lf > p, on a 
L f^ T = £ T ; donc, pour x G Mf , on a L fx£ T = xL f£ T = x£ T ; on en déduit que 
[Mf : M] < r(Lf)/r(p) = dimDf ; on en déduit que Lf est le projecteur de Jones de 
M f C Mi . 

Réciproquement, soit M C P C M\ un facteur intermédiaire. Posons Q = 
JmP'Jm C £(L 2 (M)) ; on a iV C Q C M ; notons pi G S le projecteur de 
Jones de l'inclusion P C Mi et çi G S le projecteur de Jones de l'inclusion 
Q C M. Comme [P : M] = [M : Q] , on a [P : M] [Q : N] = [M : N] , donc 
r (PiQi) = r (Pi) r (9i) = T (p)[P '• M]r(q)[Q : N] = dim(H)~ 1 . Par ailleurs, qi £ P (car 
P est la construction de base de Q C M et p\ G P' ; donc piÇi = çipi . Par le 
corollaire 3.12, il existe un pré-sous-groupe / tel que p\ = Lf et q\ = pf . 

En d'autres termes, les Lf où / est un pré-sous-groupe, sont les projecteurs de 
Jones des facteurs intermédiaires M C P C M\ . L'application P \— > JmP'Jm est 
une correspondance bijective entre facteurs intermédiaires M C P C M\ et facteurs 
intermédiaires iV C Q C M . On en déduit que les pf où / est un pré-sous-groupe, 
sont les projecteurs de Jones des facteurs intermédiaires iV C Q C M . 

On en déduit une bijection (décroissante) / h- > Nf entre pré-sous-groupes et facteurs 
intermédiaires iV C P C M . On retrouve ainsi, à l'aide de la prop. 4.3, une bijection 



croissante (un isomorphisme d'ensembles ordonnés) entre facteurs intermédiaires et sous- 
algèbres coïdéales à gauche de l'algèbre de Hopf S [11] (voir aussi [5] où ce résultat est 
généralisé au cas non compact). 

Plusieurs de nos constructions s'interprètent alors : 

- Le théorème de finitude (corollaire 3.6), est donc une conséquence du fait que dans une 
inclusion d'indice fini il y a un nombre fini de facteurs intermédiaires ([22]). 

- Les sous-groupes correspondent aux facteurs intermédiaires Nf tels que l'inclusion 
Nf C M soit de profondeur 2 ; les co-sous-groupes correspondent aux facteurs 
intermédiaires Nf tels que l'inclusion N C Nf soit de profondeur 2 . 

- Les sous-quotients correspondent aux couples de facteurs intermédiaires Nj , Nf tels 
que Nf C Nf et que l'inclusion Nf C Nf soit de profondeur 2. 

- Des pré-sous-groupes f et g sont le plus éloignés possible si et seulement si on a un 
carré commutatif et cocommutatif 

N C Nf 

n n 

N g C M. 

Notons alors Mf la construction de base de Jones de l'inclusion Nf C M . La 
construction du paragraphe 6, dit alors que l'inclusion N g C Mf est irréductible de 
profondeur 2 . 

On peut en fait donner une démonstration directe de ce résultat : 

1. On a N' g n M 1 = G g C S = N' n M x . On a N' n M f = D f . Donc N' g n M f = 

(N' g n Mi) n (N' n M f ) = G g n D f = c . 

2. La construction de base appliquée à l'inclusion N g C Mf donne un facteur . On 
a M' fi Mg = D g C S = M' fl M 2 . On en déduit que N' g n M x g contient l'algèbre B g , g . 
Sa dimension est alors égale à l'indice de N g C Mf , d'où le résultat. 
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